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1. Naleznéte charakteristiky a (metodou charakteristik) feseni nasledujicich rovnic:

(a) ug +yuy =0, u(0,y) = %
Reseni: u(z,y) = e”/y.
(b) u + uuy =0, u(z,0) = ¢(x), kde
i. ¢(x) =0 pro z <0, p(x) =2z pro z > 0,

ii. p(x) = —x pro x <0, p(z) =0 pro x > 0.

S

iii. p(z) =0proz <0, p(x) =1 proz > 1, ¢ spojitd a po ¢astech afinni funkce.
iv. p(z) =1 prox <0, p(z) =0 pro z > 1, ¢ spojitd a po ¢astech afinni funkce.
v. ¢(x) =sinz.

Regeni: ProtoZe pro tuto rovnici maji charakteristiky, vychazejici z bodu [z, 0], smérnici 1/¢(z0)
(spoctéte si to!), lze odtud odvodit, ze v prvnich tfech pfipadech existuje globdlni klasické feSeni,
zatimco v dalsich dvou je klasické fesSeni definovano pouze lokalné.

(¢) w2zy +yzzy = 2%+ y* + 22, 2(1,y) = y*.

Névod: Podrobny navod na feSeni naleznete na konci zapisu tohoto cvideni.®

Reseni: u(z,y) = 2(2% + y*) Inz — %

2.* Metodou charakteristik feste nasledujici tilohu? pro nezndmou funkci w = w(y, t):

ow Mo Jw

— = —— (14 sd— R, t>0

ot U—y—sw( ts 8y)’ yexr, >0
w(y,0) = 0, yeR.

M, o, s, d jsou kladné (zndmé) konstanty. Uvazujte |y| < o a t > 0 dostateéné malé.
Névod: Podrobnj navod na feSeni naleznete na konci zépisu tohoto cvieni.!
Reseni: w(y,t) = s(dliﬂ)(a —y— /(0 —y)? —2s(d+1)Mat).

3. Naleznéte feSeni systému rovnic

U(z,t) + A-Ug(z,t) = 0, zeR, t>0, (3.1)
U(z,0) = F(z), z€R,

_ (0 8 [ wm [ ) )
kdeA—(2 0>’U_(u2 ),F—(g>,af(ac),g(x)Jsoudanefunkce.

Navod: Najdéte regularni matici P tak, ze P~ AP = D, kde D je diagonélni matice. Zavedte novou vekto-
rovou funkci V = P~1U a ukaite, Ze pro tuto funkci se systém rovnic rozpadne na dvé separované rovnice
pro v1 a va, které vyfeste kazdou zvlast metodou charakteristik. Vyjde

wn = 3 (e~ 40)+ L f(a+46) + 9o — ) — gla + 1),

ug = if($—4t)— %f(m—i—élt)+%g(m—4t)+%g(m+4t).

1To znamena, Ze byste to mohli nejprve zkusit sami. ®
2Vysledek této ulohy se uplatni v dikaze véty Cauchyho-Kowalevské.
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4. Pro obecny systém s rovnic tvaru (3.1) ukazte, Ze pokud A je konstantni s x s diagonalizovatelna
matice, 1ze postup z pfedchoziho pripadu vzdy pouzit a nalézt feSeni takového systému. Pripomente
si, Ze matice majici rizné redlna vlastni cisla je diagonalizovatelna.

Navody k FeSeni slozitéjsich pfikladu z tohoto cviceni.
Netvrdim, ze uvedeny postup je jediny mozny. Je vSak konzistentni s postupem, ktery byl podrobné
vysvétlen na preadnasce.

. T2zg +yzzy =t +yt+ 22, 2(ly) =y

Névod: Zavedte novou funkci u = 22 a zjistéte, ze ptivodni (kvazilinearni) tiloha je pro klasicka feseni ekvivalentni
tloze wuy +yuy = 202 4 2y + 2u, u(1,y) = y* pro neznamou funkei u = u(x, y). Reste pomocnou (lineérni) tlohu
(teorie k tomu — viz pFednaska) pro w = w(zx,y, u) tvaru zws +yw, + (2% + 2y* 4+ 2u)w, = 0, w(l,y,u) = u—y*.
Resime napi. pro z > 0, y > 0 (diskutujte pro¢ musi byt = # 0, y # 0). Charakteristiky této tlohy spliiuji
rovnice 4z =z, Ly =y, Lu =22+ 2y® + 2u, coz déva TeSeni z = woe', y = yoe', u = 2te® (x§ + y5) + uoe™
(kde zo = z(0) atd.). Vyloucenim proménné ¢ lze ziskat charakteristickou pfimku, prochazejici bodem [zo, Yo, uo],
jako pruseéik dvou ploch % = z—g au = 2(z3 + yé)% In :—0 + uO%. Tato pfimka protind rovinu, na které je
déna pocateéni podminka, v bodé [Z,7,u], ktery je charakterizovdn podminkou z = T = 1, coz d4 § = g—g,
u = —2(2f + y%)%lnxo + uo%. Hodnota feseni w(mmyo,uo) je podle teorie rovna hodnoté w(l,y,w), tedy
w(zo, Yo, u0) = w(1,7,7) =0 —§* = —2(x3 + yo) ln Zo 4+ uo=5 — z—‘j, coz plati v libovolném bodé [zo, yo, uo] na
charakteristice, tedy je mozno 1ndex ,hula“ nepsat. Na ZAver z rovnicoe w(z,y,u) = 0 vypoéteme u jako implicitné
zadanou funkci.

[ ) %—T:m(1+8d8w), w(y,O):O

4 R Mosd _ Mo DA% : . T _
Néavod: Resime tedy rovnici ws — rysu Wy = oy —sw Re$me nejprve pomocnou linedrni tlohu pro z = z(y, ¢, w),
: Mosd Mo _ MLt AN . _ . s 7 , .
asice 2 — ;27502 + =7 Sw zw = 0 s podateéni podminkou z(y,0,w) = w. Charakteristiky této tlohy jsou

Mosd da _ Mo

popsany rovnicemi Et =1, dTy = W= ooy e Prvni z téchto rovnic ma trividlni feSeni t = 7 + ¢,
proménnou parametrizace 7 vSak miuzeme vhodné posunout, a proto bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze t = 7,
tj.%:%,apsét . Mosd . u
os o

—y = —w=—-. (3.3)

dt o—y—sw dt o—y—sw
Uspéch pii Fesent tohoto systému bude zaviset na tom, jestli budeme umét napiiklad vyjadrit y pomoci w a dosadit
to do rovnice pro 3 w Udélejme to: z tvaru rovnic pro dty a w je vidét, ze —t(y + sdw) = 0, odkud méme pro

y(o) = Yo, W (0) - w07

y+ sdw = yo + sdwo (=: co) . (3.4)
Vypoé¢itdme odtud y, dosadime do druhé rovnice v (3.3), a obdrzime %w = W{‘gﬁ, odkud dostaneme
(0 — co)w + @uﬁ = Mot + C. Pro t = 0 ziskdme hodnotu konstanty C a s jeji pomoci upravime tento vztah
na
d+1 d+1
(0 —y)w— %uﬁ — Mot = (o0 — yo)wo — %w%. (3.5)
Rovnice (3.4), (3.5) nejen popisuji charakteristiku, ale zaroven fikaji, ze y + sdw, (o — y)w — S(dH — Mot jsou
konstantni na charakteristice. Odtud, pokud by to nékoho zajimalo, plyne, zZe
d+1
2(y, t,w) = F(y + sdw, (0 — y)w — wuﬁ - Mat) (3.6)
(kde F je dostate¢né hladka) je obecnym feSenim problému z; — UMy"sgw v+ 3 JZI"SW zw = 0 (zkuste si dosadit).

Na z&vér musime je§té z rovnice z(y, t, w) = 0 vypoc&itat w = w(y,t). To by z obecného vztahu (3.6) bylo pongkud

obtizné, pomuze vSak okrajovd podminka w(y,0) = 0 pro w a okrajovad podminka z(y, 0, w) = w pro z. Odtud pro
=0

—
implicitni funkei z(y, 0, w(y, 0)) = 0, tedy F(y,0) = 0 pro vSechna y, a proto F nemiize zéviset na prvni proménné.

Pro vypocet w ze vztahu (3.6) se tedy dostavame 0 = z(y, t,w) = f((a —yw — S(d+1) Mat), coZ je totéz
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jako (o — y)w — s(dzi“)w2 — Mot = C. Okrajova podminka (w = 0 pro ¢t = 0) dava vSak C = 0 a tedy mame

s(d+1)

5 w® — Mot =0, (3.7)

(0 —y)w -

coz je kvadraticka rovnice pro w. Jejim formalnim feSenim dostaneme

(o—y)£/(oc—y)?—2s5(d+1)Mot
w(y,t) = Sd+1) . (3.8)

Uvazujeme vsak |y| < o (viz zadéni), tj. /(o0 — y)? = (0 — y). Pak ovSem z okrajové podminky w(y,0) = 0 plyne,
ze ve vztahu (3.8) je potfeba brit pfed odmocninou znaménko ,minus“, a tedy je

(0 —y) = V(o —y)?* —2s(d+ )Mot

s(d+1) (3.9)

w(y,t) =



