
Cvičeńı 2

Cvičeńı 1. Vyjádřete Laplace̊uv operátor ∆u = ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂x2 ve 2D v polárńıch

souřadnićıch. Proveďte totéž ve 3D. Uvědomte si, že transformace do sférických
souřadnic lze složit z dvou transformaćı do polárńıch souřadnic.

Cvičeńı 2. Buď α ∈ C∞([−1, 1]). Definujme Ω = {(x, y) ∈ R : y > α(x)},
Γ = {(x, y) ∈ R : y = α(x)}, n(x) = (α′(x),−1)/(1 + α′(x)2)1/2 a uvažme
následuj́ıćı problém. Pro dané funkce f ∈ C∞(Ω), g, h ∈ C∞(Γ) hledáme
funkci u : Ω ∪ Γ→ R, aby ∆u = f v Ω, u = g na Γ a ∂u

∂n
= h na Γ.

Pomoćı zobrazeńı Φ : R2 → Ω, Φ(z, w) = (z, g(z)) + wn(z) převeďte
problém na O = {(x, y) ∈ R : y > 0} a L(U) = F v O, U = G a ∂U

∂y
= H

na {y = 0}. Pro vhodné funkce F,G,H ∈ C∞(−1, 1) a vhodný diferenciálńı
operátor 2. řádu L.

Cvičeńı 3. Pro g, h ∈ C∞(R) najděte řešeńı u : {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0} → R
následuj́ıćıho problému

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0 in {(x, y) ∈ R2 : y > 0} (1)

u(x, 0) = g(x) for all x ∈ R (2)

∂u

∂y
(x, 0) = h(x) for all x ∈ R. (3)

Nejprve převeďte (1) pomoćı substituce x = s + t a y = s − t na tvar,
který se dá př́ımo integrovat. Po integraci by se ve výsledku měli objevit dvě
integračńı konstanty, ty je možné určit pomoćı (2) a (3).

Cvičeńı 4. Pro g, h ∈ C∞(0,+∞) najděte řešeńı u : {(x, y) ∈ R2 : y ≥
0, x ≥ 0} → R následuj́ıćıho problému

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0 in {(x, y) ∈ R2 : y > 0, x > 0} (4)

u(x, 0) = g(x) for all x ≥ 0 (5)

∂u

∂y
(x, 0) = h(x) for all x ≥ 0 (6)

u(0, y) = 0 for all y ≥ 0. (7)

Nakreslete si obrázek, kde co požadujeme. Vhodně (sudě nebo lǐse) prodlužte
funkce g a h a použijte předchoźı cvičeńı. Vhodné rozš́ıřeńı znamená, že
podmı́nka (7) vyjde.

1


