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1. Bud Q C R? oblast s hladkou hranici Q. Hleddme funkci u :  — R takovou, Ze je na hranici
O rovna predepsané (hladké) funkci ¢ a pfitom plocha grafu (tj. dvourozmérnd mira mnoZiny
{y = u(z); x € Q, u = p na IN}) je minimalni. Odvodte rovnici, kterou musi nutné hladké (tak
hladké, jak je potieba) u v oblasti Q spliiovat (tzv. rovnici minimélni plochy):

Vu
v () 0. (2.1)
V14 |Vul?
Navod: Vyjdéte z toho, Ze velikost uvedené plochy dané grafem u je dana jako

O(u) = /Q V14 |Vul2de

a jde tedy o minimalizaci funkcionalu ® na prostoru {u(z) ,dostateéné hladkd“ ; u = ¢ na 9Q}. Nutnou
podminkou pro to je, aby

d
g@(u + sv)

=0, (2.2)
s=0

kde v(z) je libovolna hladké funkce na uzavéru © takova, ze v = 0 na 9Q." Spoctéte tedy (2.2) (vyjde vam,

doufam, fﬂ \/% dz = 0), dale pouzijte jednu z Gauss-Green-Ostrogradského formuli a odvodte odtud

. Vu — Y X , v , . v /v
fQ div <7m) vdx = 0. Konecné se zamyslete nad tim, ze pokud toto ma platit pro vSechna v vyse
zminénych vlastnosti, musi pro dostateéné hladkd u platit (2.1) ve vSech bodech. Provedte vSechny kroky

podrobné!

2. Naleznéte charakteristiky a (metodou charakteristik) feSeni nésledujicich rovnic:

(a) uy = 622u,.
Redeni: u(z,y) = F(22® 4 v), kde F je libovolna hladké funkce.
(b) us + auy, = 0, u(z,0) = sinx, (a #0).2
Reseni: u(z,t) = sin(x — at).
(¢) ut + zuy +tu =0, u(z,0) = sinz.
Resent: u(x,t) = eié sin(ze™t).
(d) z4+y—x)ug + (z+ 2 —y)uy + zu, = 0.
Refeni: u(z,y,2) = ®(x +y — 22,2%(x — y)), kde ® je libovolna hladké funkce dvou proménnych.

3. Odvodte, ze feseni Cauchyovy tlohy u; +au, = 0, u(x,0) = ¢(z), (a # 0) je toto: u(x,t) = p(x—at)
jesté jinak, nez metodou charakteristik.

Névod: Zavedte nové proménné £ = x — at, n = = + at.

1Znalci variaéniho poétu jisté postfehli, Zze na levé strané vyrazu (2.2) poéitdme tzv. Gateauxovu derivaci 6®(u;v), tj
yderivaci ® v bodé u a sméru v¥“. Fyzici zobrazeni §®(u;-) nékdy fikaji ,variace ®“. Jde o zobecnéni klasického pojmu
derivace ve sméru.

2Napiste feseni tak, jak napovida metoda charakteristik. Mozna je také v této chvili vhodné zamyslet se nad ulohou 3.



