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1. Zopakujte si odvozeni Gaussovych-Greenovych-Ostrogradského fomuli (véta o divergenci, per partes
v m proménnych, 1. a 2. Greenova formule a dtsledky). Pouzijte k tomu ,Tahdku z MA“, ktery je
k méni na webovskych strankach cviciciho.

2. Dokazte multinomickou vétu:

Je-lik,meNauxy,...,z,, €R, pak

k!
(@14 Fam) = Y ———a (11)
o] k()q!"-()zm!
al=

kde o = (o, ..., Q) je multiindex a |a] = a3 + -+ + @, jeho vyska.

Néavod: Postupujte indukci dle m a pouzijte binomickou vétu (kterou povazujeme za dokdzanou) na vyraz
k
((l'l +--- :Cm) + xm+1) .

3. Spoctéte hodnotu Gaussova integralu

/ el dy = % m € N. (1.2)

Néavod:

oo

(a) Nejprve spocteme onu hodnotu pro m = 1. Oznacime [ := [° e dz a déle pouzijeme nasledujici

o0
trik (pfedavany od jisté generace z generace na generaci): spoéteme I 2 pfevodem na dvojnou integraci
pres R?, a dale uzijeme polarni soufadnice & = 7 cos @,y = rsinp. Kdo si jesté nevzpomnél, pak zde

ma podrobnéjsi navod:

2 oo oo oo 21 oo
oo r?=t] 2 _
I’ = (/ e dm) = / / e_(x2+y2)d$dy://re_rzdgpdr =1 ?ﬂ/e Ydt =,
e “to—co 00 0
tedy I = +/7 coz dava vysledek pro m = 1. Z diivodti symetrie dale mame
T de = = T de = X, 1.3
/0 e T 2[We T 5 (1.3)
(b) Pro m =2,3,... uvazte, ze
“lz|? 7 n a2 a2 2 i m
e dr= [--- ] e e mdry .. dem = e " dx = (/7)™ cb.d
m —oo

4. Definujeme tzv. gamma-funkci predpisem

I'(s) = /000 e T, (1.4)

Ukazte:

(a) I'(s) € R pro vSechna s > 0.

Névod: Studujte chovani integralu (1.4) v okoli nuly a v okoli oco.
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(b) I'(s) € C>((0,00)).
Néavod: Integrdl (1.4) je integral s parametrem a na to ma pan Lebesgue techniku integrabilnich ma-
jorant — pomoci nich ukazte, ze I' i vSechny jeji derivace jsou spojité.

(c¢) I'(s + 1) = sI'(s) pro vSechna s > 0.

Navod: Pouzijte per partes v integralu pro I'(s + 1).
(d) ProneNjel'(n)=(n—1)L

Névod: T'(1) spoététe pfimo z (1.4), a dale pouzijte vztah I'(s + 1) = sI'(s) z pfedchoziho bodu.
(e) Plati také

T'(s) = 2/ e*yzyzsf1 dy, 5>0. (1.5)
0

Navod: Substituce = = 3>

(f) Plati F(%) = /7.
Navod: Dosadte s = 3 do (1.5) a uzijte (1.3). Odvodte dale vyjadieni I'-funkce ve viech bodech typu
n+ 3, n €N, s pouzitim vlastnosti (c). Mélo by vam vyjit

B O R it T

vytknuli ,,vSechny dvojky“.

5. Pomoci stérickych soufadnic v R™ spoctéte (pro PDR dilezity) povrch jednotkové sféry v dimenzi
m, ktery se znac¢iva s, a ma hodnotu

2T
i = r(@) (1.7)
Névod:
e Sférické soufadnice v R™ je moZno zavést mnoha zptusoby, jeden z nich je tento:
r1 =71 cosv,
To =7 sind; cos s,
r3 = r sin; sin¥2 cos ¥3, (1.8)
Tm—1 =7 sint sindy...sindpm—2 cos¥m—_1,
Ty =1 sint sinds...sindy,—2 sind,—1,
kde r € (0,00), ¥1,...,9m—-2 € (0,7), Fm—1 € (0,27). Jakobidn této substituce je
T =™t §inm*2 91 sin™ 29, .. .sin ﬂm_% >0. (1.9)

=:Jm
Zkuste si dokdzat (1.9) napf. indukci podle m. Udélejte si geometrickou predstavu o tom, jak se

induktivné vytvareji soufadnice (1.8). Uplné bude staéit, kdy# si napisete a porovnate tyto soufadnice
ve 2 a 3 dimenzich.

e Uvédomme si jesté, ze pokud budeme uvazovat r v (1.8) rovno konstantni jedni¢ce a nechame jinak
vSechny thly probihat své meze, ,popiSeme tim pfesné jednotkovou sféru v R™. Tedy je

27 pm T
%m:/ // Ton A0 A1 , (1.10)
0 0 0

plocha jednotkové sféry v dimenzi m. Tim jsme ji jeSté nespocetli, jen popsali.

e Hlavni trik vypoctu s, spodiva v tom, Ze integral z (1.2) se spoéte znovu a jinak, tentokrat pomoci
vyse uvedenych sférickych souradnic, a oba vysledky se porovnaji. Mame

27

/eflm‘2 dr = /// /ef’grmfljm dd1---dOpm—_o dOm_1dr 110 S /eiﬁrmfldr. (1.11)
REm 000 0 0

0
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Ale na konci fadku (1.11) s uleh¢enim spatfime [;° e rm=lgr = iI(%2) podle (1.4). Kdyz navic
integral vlevo v (1.11) nahradime jeho hodnotou, kterou jsme spocetli v (1.2), dostaneme rovnost

m 1 m
2 = — -
T 2”’"F(2)

z které hned plyne (1.7).

6. S vyuzitim (1.7) spoctéte objem V,,,(R) a povrch S,,(R) koule v R™ s polomérem R. Vyjadiete s,
Vin(R) a Sy, (R) zv1ast pro suda a zvlast pro licha m.

Névod:
e Jste jiz zkuSeni s integrovanim ve sférickych m-dimenziondlnich soufadnicich, proto vés tedy nepie-
kvapi, ze
R 2w w K m
Vin(R) = /.../ldas @8) /// /r’" U dd iz dr 2 e T (12)
T2I<R 000 0
Podobné
R 27 T kg
S (R) = //1 g (O P =Fl /,../Rm—lfm A9y A2 dOm 1 2V R
|lz|=R
(1.13)
e Jisté jste si vSimli (a snad si umite i odiivodnit), ze
d R
—Vin(R) = Sm(R), Vin(R) = / Sm(r)dr
dR Jo

e Pro m = 2k, resp. m = 2k + 1 dostanete z (1.7), (1.12), (1.13), za pouziti vlastnosti I-funkce I'(k) =
(k—1)! a (1.6) postupné

ot | gktipy gk
AT T
TRk 2k H1 L) ok
Var(R) = (T)’ Vary1(R) = k1) R
ok _ 2k+1E) ok
Sar(R) ﬁ S Sop+1(R) = (2716),7T o



