
DĚDIČNĚ BAIREOVY PROSTORY

A VLASTNOST BODU SPOJITOSTI
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Vedoućı diplomové práce:
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3

Obsah
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ÚVOD A ZNAČENÍ

Budeme se zabývat možnostmi zobecněńı klasické Baireovy věty o funkćıch prvńı
tř́ıdy:

Věta A. Buď X úplný metrický prostor a f : X → R. Pak následuj́ıćı podmı́nky
jsou ekvivalentńı:
(1) f je bodovou limitou posloupnosti spojitých funkćı,
(2) f−1(U) je Fσ pro každou otevřenou U ⊂ R,
(3) pro každou ∅ 6= F ⊂ X uzavřenou má restrikce f � F bod spojitosti,
(4) pro každé ε > 0 a pro každou ∅ 6= F ⊂ X existuje ∅ 6= U ⊂ F relativně

otevřená tak, že diam f(U) < ε.

Přitom, je-li f : X → M , kde X je topologický aM metrický prostor, pak pokud
f splňuje (1), ř́ıkáme, že je prvńı Baireovy tř́ıdy, splňuje-li

(2’) f−1(U) je Fσ pro každou otevřenou U ⊂ M ,

ř́ıkáme, že je prvńı Borelovy tř́ıdy, splňuje-li (3), řekneme, že má vlastnost bodu
spojitosti (krátce PCP), a pokud splňuje podmı́nku (4), řekneme, že je fragmen-
tovaná. Je zřejmé, že k tomu, aby f byla fragmentovaná, stač́ı, aby pro ε > 0
a ∅ 6= F ⊂ X uzavřenou existovala neprázdná relativně otevřená U ⊂ F , že
diam f(U) < ε.
Daľśım klasickým výsledkem je:

Věta B. Je-li X úplný metrický prostor, M separabilńı metrický prostor a f :
X → M , pak (2′)⇔ (3)⇔ (4).

Ch.Stegall a R.W.Hansell dokázali jiné zobecněńı Věty A:

Věta C. Je-li X úplný metrický prostor a M Banach̊uv prostor a f : X → M ,
pak (1)⇔ (2′)⇔ (3)⇔ (4).

Budeme se zabývat zobecněńımi Věty B, ve snaze odstranit předpoklady úplnosti
a metrizovatelnosti X a separability M . Přitom, uvažujeme-li nemetrizovatelné
prostory X, implikace (3) ⇒ (2′) platit nemuśı, protože identifikátor otevřené
množiny má zřejmě PCP, ale otevřená množina nemuśı být Fσ. Proto je třeba
zavést zobecněńı pojmu prvńı Borelovy tř́ıdy. K tomu poslouž́ı pojem prvńı H-
tř́ıdy, který (podle [3]) zavedeme v 1. kapitole. Podmı́nku (2’) tak nahrad́ıme
podmı́nkou

(2*) f je prvńı H-tř́ıdy,

která v př́ıpadě, že X je metrický, je ekvivalentńı s (2’) (Poznámka 1.6). Pak
se ukazuje, že (3) ⇒(2*) pro každý topologický prostor (Věta 1.3, podle [3]), a
že přirozenou náhradou za předpoklad, že X je úplný metrický, je předpoklad, že
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je dědičně Baire̊uv (t.j., každý jeho neprázdný uzavřený podprostor je Baire̊uv)
(Tvrzeńı 1.4).
V 2. kapitole si ukážeme charakterizaci prostor̊u, pro něž plat́ı (2*)⇒ (3) (které

budeme nazývat PCP-prostory) pomoćı úplně aditivńıch systémů, všimneme si, že
za axiómu konstruovatelnosti jsou to právě dědičně Baireovy prostory (poznámka
za Tvrzeńım 2.1), uvedeme několik tvrzeńı o prostorech s vhodnou těsnost́ı, pseu-
dováhou nebo charakterem, inspirovaných Větou 2 v [2] (Tvrzeńı 2.2-2.8), a s
využit́ım d̊ukazu Věty 5.6 v [6] si všimneme, že v́ıce lze ř́ıci o prostorech se spočetným
Suslinovým č́ıslem (Věty 2.11 a 2.12).
V 3. kapitole se budeme zabývat zachováváńım platnosti implikace (2*)⇒ (3)

na podprostory, součiny a sjednoceńı.
Ve 4. kapitole definujeme podle [3] tř́ıdu dědičně t-Baireových prostor̊u, ob-

sahuj́ıćı čechovsky úplné prostory, a podle [3] dokážeme např́ıklad, že za předpokladu
neexistence měřitelných kardinál̊u všechny splňuj́ı (2*)⇒ (3).
V 5. kapitole si uědomı́me, že za negace hypotézy kontinua lze ř́ıci něco v́ıc o slabě

α-favorabilńıch prostorech, uvedeme analogie tvrzeńı 2. kapitoly, kde podmı́nky
≤ ℵ0 resp. ≤ ℵ1 budou nahrazeny podmı́nkami < 2ℵ0 resp. ≤ 2ℵ0 .
V 6. kapitole se budeme zabývat souvislostmi platnosti (2*)⇒ (3) s jinými

známými otázkami, zkoumanými např́ıklad v [8], všimneme si, že předpoklad ex-
istence dědičně Baireova prostoru, který nesplňuje (2*)⇒ (3) je ekvikonsistentńı
předpokladu existence měřitelného kardinálu (Poznámka (2) za Tvrzeńım 6.3).
V 7. kapitole ukážeme několik př́ıklad̊u dědičně Baireových prostor̊u, pro které

(2*)⇒ (3) neplat́ı (za předpokladu existence (reálně) měřitelných kardinál̊u - Př́ıklady
7.1, 7.4 1 7.5) a některé daľśı př́ıklady.
V 8. kapitole se pokuśıme soustředit otevřené otázky.

Vlastńımi výsledky této práce jsou zvláště Věty 2.9, 2.12, 3.8, 5.4, 5.6, dále pak
některá tvrzeńı 6. kapitoly, zvláště Věta 6.3, a jejich použit́ı k modifikaci př́ıklad̊u
v [8] a v [11] (Př́ıklady 7.4, 7.5 a 7.7) a Př́ıklad 7.8.

Děkuji RNDr. Petru Holickému, CSc. za jeho vedeńı a mnohé podněty v práci.

Nyńı zavedeme nějaké značeńı, které budeme často použ́ıvat.
Je-li ξ ordinál, označuje totéž ξ i množinu všech ordinál̊u menš́ıch než ξ. Je-li

κ kardinál, pak totéž κ znač́ı jemu př́ıslušný ordinál, t.j. nejmenš́ı ordinál, jehož
mohutnost je κ.
Je-li X libovolná množina, pak Xω znač́ı množinu všech posloupnost́ı prvk̊u X

se součinovou topologíı (na X uvažujeme diskrétńı topologii,) X<ω znač́ı množinu
všech konečných posloupnost́ı prvk̊u X, ∅ znač́ı prázdnou posloupnost, l(s) délku
posloupnosti s. Pro s ∈ X<ω a n ≤ l(s) a pro s ∈ Xω a n < ω znač́ı s � n
posloupnost tvořenou prvńımi n prvky posloupnosti s. Pro s ∈ X<ω a t ∈ X<ω

nebo t ∈ Xω ṕı̌seme s ≺ t, pokud existuje n tak, že s = t � n. Pro s ∈ X<ω

a x ∈ X znač́ı s∩x posloupnost, která vznikne z s přidáńım prvku x, t.j. pokud
s = (s0, . . . , sn), pak s∩x = (s0, . . . , sn, x).
Je-li X topologický prostor a A ⊂ X, pak intA = intX A znač́ı vnitřek, bdA =

bdX A hranici a Ā = ĀX uzávěr množiny A v X.
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1. H-MNOŽINY, FUNKCE PRVNÍ H-TŘÍDY

V této kapitole zavedeme zobecněńı pojmu prvńı Borelovy tř́ıdy, podle [3, část
2]. Podmnožina F topologického prostoru X se nazývá H-množina, pokud pro
každou A ⊂ X neprázdnou (ekvivalentně neprázdnou uzavřenou) existuje G ⊂ A
neprázdná otevřená v A taková, že G ⊂ F nebo G ⊂ X \ F . Jinými slovy, F je
H-množina, právě když jej́ı identifikátor má PCP. Množina je Hσ, je-li sjednoceńım
spočetného systému H-množin. Funkce f : X → M je prvńı H-tř́ıdy, pokud pro
každou U ⊂ M otevřenou je f−1(U) množina Hσ.
Budeme často použ́ıvat vlastnosti H-množin, shrnuté v následuj́ıćım tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.1. ( [3, Tvrzeńı 2.1]) Buď X topologický prostor.
(i) Systém všech H-množin v X je algebra obsahuj́ıćı otevřené množiny.
(ii) Je-li f spojité zobrazeńı X do topologického prostoru Y, pak pro každou H-

množinu Z v Y je f−1(Z) H-množina v X.
(iii) F ⊂ X je H-množina, právě když pro každou (uzavřenou) A ⊂ X lze psát

A ∩ F = G ∪ Z, kde G je otevřená v A a Z ř́ıdká v A.
(iv) Každá H-množina, která má prázdný vnitřek, je ř́ıdká.

D̊ukaz. Nejprve si všimněme, že je-li Z H-množina v X, pak pro každé A ⊂ X
je A ∩ Z H-množina v A. Je-li Z H-množina v X a intZ = ∅, pak pro libovolnou
∅ 6= G ⊂ X otevřenou existuje ∅ 6= H ⊂ G otevřená tak, že H ⊂ X \ Z, tedy
H ⊂ X \ Z̄, tedy X \ Z̄ je hustá v X, tedy Z je ř́ıdká a (iv) je dokázáno. Odtud
okamžitě plyne, že je-li Z H-množina v X a A ⊂ X a má-li A ∩ Z prázdný vnitřek
v A, pak A ∩ Z je ř́ıdká v A. Dále dokážeme (i). Že otevřené množiny jsou H-
množiny a že doplněk H-množiny je H-množina, plyne okamžitě z definice. Zbývá
tedy dokázat, že sjednoceńı dvou H-množin je H-množina. Buďte A, B H-množiny
v X, C ⊂ X libovolná. Pokud intC(C ∩ A) 6= ∅, pak toto je neprázdná relativně
otevřená podmnožina C obsažená v A∪B. Podobně pokud intC(C∩B) 6= ∅. Pokud
obě množiny jsou prázdné, pak C ∩ (A ∪B) je ř́ıdká v C, a tedy ∅ 6= C \ A ∪B ⊂
X \ (A ∪B). Tedy A ∪B je H-množina.
(ii) Buď Z H-množina v Y , ∅ 6= A ⊂ X, pak existuje ∅ 6= U ⊂ f(A) otevřená

v f(A) tak, že U ⊂ Z nebo U ⊂ Y \ Z. Položme V = A ∩ f−1(U). Pak
V je neprázdná relativně otevřená podmnožina A a plat́ı: V ⊂ f−1(Z) nebo
V ⊂ X \ f−1(Z).
(iii) Buď Z H-množina vX, buď A ⊂ X. Bez újmy na obecnosti lze předpokládat

A = X. Pak Z = intZ ∪ (Z \ intZ), podle (i) jsou obě tyto množiny H-množiny,
prvńı je otevřená, druhá je podle (iv) ř́ıdká. Obrácená implikace plyne okamžitě
z definice. �

Připomem̌e, že podmnožina Z topologického prostoru X má Baireovu vlastnost
(BP), pokud ji lze psát Z = G M N , kde G je otevřená v X a N je prvńı kategorie
v X (ekvivalentně Z = G ∪ N , kde G je Gδ a N je prvńı kategorie). Ř́ıkáme,
že Z má Baireovu vlastnost v užš́ım smyslu (BPR), pokud pro každou A ⊂ X

Typeset by AMS-TEX
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(ekvivalentně pro každou A ⊂ X uzavřenou) má Z ∩A BP v A. Ř́ıkáme, že Z má
silnou Baireovu vlastnost (SBP), pokud ji lze psát Z = G ∪N , kde G je otevřená
v X a N je prvńı kategorie v X. Z má silnou Baireovu vlastnost v užš́ım smyslu
(SBPR), pokud pro každou (uzavřenou) A ⊂ X má Z ∩ A SBP v A. Z vlastnosti
(iii) v předchoźım tvrzeńı plyne, že každá množina Hσ má SBPR.

Ukážeme si jinou charakterizaci H-množin. Ř́ıkáme, že rozklad D topologického
prostoru X je polootevřený, pokud lze vyjádřit jako transfinitńı posloupnost D=
{Xα | α < κ} tak, že

⋃
α≤β Xα je otevřená v X pro každé β < κ. Snadno vid́ıme,

že je-li {Xα | α < κ} rozklad topologického prostoru X, pak
⋃

α≤β Xα je otevřená
v X pro každé β < κ, právě když

⋃
α<β Xα je otevřená v X pro každé β ≤ κ, tedy

každý prvek polootevřeného rozkladu je rozd́ılem dvou otevřených množin.

Tvrzeńı 1.2. ( [3, Lemma 2.2]) Podmnožina Z topologického prostoru X je H-
množina, právě když existuje D polotevřený rozklad X tak, že Z =

⋃
D’ pro vhodné

D′ ⊂D.

D̊ukaz. Nechť Z je H-množina. Buď X0 neprázdná otevřená podmnožina X taková,
že X0 ⊂ Z nebo X0 ⊂ X\Z. Předpokládejme, že jsme sestrojili neprázdné množiny
Xα, α < γ tak, že pro každé α < γ je buď Xα ⊂ Z nebo Xα ⊂ X \Z, a

⋃
α≤β Xα je

otevřená v X pro každé β < γ. Pokud
⋃

α<γ Xα = X, konstrukce je skončena,
pokud ne, existuje Xγ relativně otevřená neprázdná podmnožina X \

⋃
α<γ Xα tak,

že Xγ ⊂ Z nebo Xγ ⊂ X \ Z. Pak
⋃

α≤γ Xα je otevřená v X. Protože konstrukce
muśı skončit, existuje κ tak, že

⋃
α<κ Xα = X, pak ovšem D= {Xα | α < κ} je

hledaný rozklad.
Obráceně, nechť D je polootevřený rozklad X tak, že Z =

⋃
D’ pro nějaké

D′ ⊂D. Pǐsme D= {Xα | α < κ} tak, že
⋃

α≤β Xα je otevřená v X pro každé

β < κ. Buď ∅ 6= A ⊂ X, buď α0 < κ nejmenš́ı ordinál takový, že A ∩ Xα0 6= ∅.
Pak A ∩ Xα0 = A ∩

⋃
α≤α0

Xα je relativně otevřená v A a A ∩ Xα0 ⊂ Z, pokud
Xα0 ∈D’ a A ∩Xα0 ⊂ X \ Z, pokud Xα0 /∈D’. Tedy Z je H-množina. �

Věta 1.3. ( [3, Věta 2.3]) Buď X topologický prostor, M metrický prostor, f : X →
M . Pak podmı́nky
(a) f má PCP,
(b) f je fragmentovaná,
(c) existuje posloupnost (Dn)∞n=1 polootevřených rozklad̊u X taková, že D=

⋃∞
n=1

Dn tvoř́ı bázi pro f (t.j., pro každou G ⊂ M otevřenou je f−1(G) sjednoceńım
nějakého podsystému D),
(d) pro každou A ⊂ X je množina bod̊u nespojitosti f � A prvńı kategorie v A,
(c’) f je prvńı H-tř́ıdy,
(d’) f je SBPR-měřitelná (t.j., f−1(G) má SBPR pro každou G ⊂ M otevřenou),
jsou v následuj́ıćım vztahu:

(a) ⇒ (b) ⇒ (c) ⇒ (d)
⇓ ⇓
(c′) ⇒ (d′)

Nav́ıc, je-li X dědičně Baire̊uv, pak (d)⇒ (a) a (d′)⇒ (c′); je-li M separabilńı,
plat́ı (c′)⇒ (c) a (d′)⇒ (d).

D̊ukaz. (a)⇒ (b) plyne okamžitě z definice spojitosti.
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(b) ⇒ (c) Pro každou ∅ 6= A ⊂ X a každé n ∈ N existuje ∅ 6= U ⊂ A otevřená
v A tak, že diam f(U) < 1

n . Tedy podobně jako v d̊ukazu Tvrzeńı 1.2 sestroj́ıme
pro každé n ∈ N polootevřený rozklad Dn prostoru X tak, že pro každé D ∈Dn

je diam f(D) < 1
n . Pak D=

⋃∞
n=1Dn tvoř́ı bázi pro f . Kdykoli totiž G ⊂ M je

otevřená a x ∈ f−1(G), pak existuje n tak, že G obsahuje B(f(x), 1n ), existuje
D ∈Dn, že x ∈ D, a pak D ⊂ f−1(G).
(c)⇒ (d) Předpokládejme bez újmy na obecnosti A = X. Buď D=

⋃∞
n=1Dn báze

pro f , že každé Dn je polootevřený rozklad X. Označme Un =
⋃
{intD | D ∈Dn}.

Pak každá Un je otevřená, ukážeme, že je i hustá v X. Nechť Dn = {Xα | α < κ}
tak, že

⋃
α≤β Xα je otevřená v X pro každé β < κ. Buď ∅ 6= U ⊂ X otevřená, buď

α0 < κ nejmenš́ı ordinál takový, že U ∩Xα0 6= ∅. Pak U ∩Xα0 = U ∩
⋃

α≤α0
Xα

je otevřená, tedy ∅ 6= U ∩Xα0 = U ∩ int(Xα0) ⊂ U ∩ Un. Tedy Un je hustá v X.
Položme C =

⋂∞
n=1 Un. Pak X \ C je prvńı kategorie. Stač́ı tedy dokázat, že f

je spojitá v každém bodě C. Nechť x ∈ C, nechť G je otevřené okoĺı f(x) v M .
Pak existuje n ∈ N a D ∈Dn tak, že x ∈ D ⊂ f−1(G). Pak též x ∈ intD ⊂ f−1(G).
Tedy f je spojitá v x.
(c)⇒ (c′) plyne okamžitě z Tvrzeńı 1.2.
(c′)⇒ (d′) plyne z toho, že každá množina Hσ má SBPR.
(d) ⇒ (d′) Buď G ⊂ M otevřená, A ⊂ X. Položme C = f−1(G) ∩ A \

intA(f−1(G) ∩ A). Pak f � A je nespojitá v každém bodě C, tedy C je prvńı
kategorie v A. Tedy f−1(G) má SBPR.

Nyńı předpokládejme, že M je separabilńı, buď (Vn)n∈N spočetná báze M .
(c′) ⇒ (c) Protože f−1(Vn) je Hσ, existuje podle Tvrzeńı 1.2 posloupnost

(Dn,m)∞m=1 polotevřených rozklad̊u X taková, že množina f−1(Vn) je sjednoceńım
nějakého podsys- tému

⋃∞
m=1Dn,m. Pak

⋃∞
m,n=1Dn,m je báze pro f .

(d′) ⇒ (d) Bez újmy na obecnosti předpokládejme A = X. Množina bod̊u
nespojitosti f je

⋃∞
n=1(f

−1(Vn) \ int f−1(Vn)), což je množina prvńı kategorie.

Pokud X je dědičně Baire̊uv, pak zřejmě (d)⇒ (a).
(d′) ⇒ (c′) Je-li M nav́ıc separabilńı, tvrzeńı plyne z již dokázaných implikaćı.

Neńı-li separabilńı, vezměme libovolnou G ⊂ M otevřenou, pak existuje spojitá
funkce g : M → R taková, že G = g−1(R \ {0}). Splňuje-li f podmı́nku (d’),
splňuje ji i g ◦ f , a protože R je separabilńı, splňuje g ◦ f podmı́nku (c’). Tedy
f−1(G) = (g ◦ f)−1(R \ {0}) je Hσ. �

Lze dokázat (viz [3, Př́ıklad 2.4]), že žádné jiné implikace obecně neplat́ı. Budeme
zkoumat, kdy plat́ı (c′)⇒ (a).

Tvrzeńı 1.4. X buď topologický prostor. Pokud (c′) ⇒ (a) pro každý metrický
prostor M a každou f : X → M , pak X je dědičně Baire̊uv.

D̊ukaz. Nechť X neńı dědičně Baire̊uv. Pak existuj́ı ∅ 6= G ⊂ F ⊂ X, F uzavřená
a G otevřená a prvńı kategorie v F . Tedy existuj́ı An ⊂ F, n > 0 uzavřené ř́ıdké
v F tak, že G ⊂

⋃∞
n=1An. Položme Hn = (An \

⋃
1≤k≤n−1Ak) ∩ G pro n > 0

a H0 = X \ G. Pak Hn jsou H-množiny (Tvrzeńı 1.1.(i)), po dvou disjunktńı,
jejichž sjednoceńı je X. Definujme f : X → ω předpisem f(x) = n, pokud x ∈ Hn.
Pak f je prvńı H-tř́ıdy, ale f � Ḡ nemá bod spojitosti. �

Poznámka. Z d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı plyne dokonce, že pokud (c′) ⇒ (a) pro
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každou f : X → M , kde M je separabilńı (nebo dokonce spočetný diskrétńı pros-
tor), pak již X je dědičně Baire̊uv.
Pro platnost (c′) ⇒ (a) však nestač́ı, aby X byl dědičně Baire̊uv, alespoň za

předpo- kladu existence (reálně) měřitelného kardinálu (Př́ıklady 7.1, 7.4, 7.5).
Protože budeme často (mlčky) použ́ıvat několik snadných vlastnost́ı množin

prvńı kategorie, uvedeme je v následuj́ıćım lemmatu.

Lemma 1.5. ( [5,I,§10, IV]) Buď X topologický prostor, E ⊂ X.
(1) Je-li A ⊂ E prvńı kategorie v E, je A prvńı kategorie v X.
(2) Je-li E hustá nebo otevřená nebo uzávěrem otevřené množiny v X a A prvńı

kategorie v X, je A ∩ E prvńı kategorie v E.

Poznámka 1.6. (podle [6, Lemma 16.2]) Je-li X metrický prostor, pak každá H-
množina v X je Fσ a podmnožina X je Hσ, právě když je Fσ, tedy pojem funkce
prvńı H-tř́ıdy splývá s pojmem funkce prvńı Borelovy tř́ıdy.

D̊ukaz. Buď Z ⊂ X H-množina. Podle Tvrzeńı 1.2 existuje D= {Dα | α < κ}, že
Gα =

⋃
β≤α Dβ je otevřená pro všechna α < κ, a množina A ⊂ κ, že Z =

⋃
α∈A Dα.

Pro α < κ a n ≥ 1 položme Zn
α = {x ∈ Dα | d(x, X \Gα) ≥ 1

n}. Pak pro každé n
je (Zn

α)α<κ diskrétńı systém uzavřených množin, tedy speciálně sjednoceńı každého
podsystému je uzavřená množina. Tedy Zn =

⋃
α∈A Zn

α je uzavřená a Z =
⋃

n≥1 Zn

je Fσ. Tedy i každá Hσ-množina je Fσ. Obráceně, každá uzavřená množina je H-
množina, tedy každá Fσ je Hσ. �

Lemma 1.7. (i) Je-li D polootevřený rozklad X a E polootevřený rozklad Y, je
D⊗E= {D × E | D ∈D, E ∈E} polootevřený rozklad X × Y .
(ii) Jsou-li A ⊂ X, B ⊂ Y H-množiny, je A×B H-množina v X × Y .

D̊ukaz. (i) Nechť D= {Dα | α < κ},E= {Eα | α < τ}, aby
⋃

β≤α Dβ pro α < κ a⋃
β≤α Eβ pro α < τ byly otevřené množiny v X resp. v Y . Na κ × τ uvažujme
lexikografické uspořádáńı. Nechť γ < κ, δ < τ . Pak⋃

(α,β)≤(γ,δ)

Dα × Eβ = ((
⋃

α<γ

Dα)× Y ) ∪ ((
⋃

α≤γ

Dγ)× (
⋃
β≤δ

Eβ)),

což je otevřená množina v X × Y .
(ii) plyne ihned z (i) a z Tvrzeńı 1.2. �

Jsou-li f : X → M , g : Y → P dvě funkce, pak symbolem f × g znač́ıme
funkci X × Y → M × P definovanou předpisem (f × g)(x, y) = (f(x), g(y)) pro
(x, y) ∈ X × Y .

Tvrzeńı 1.8. Buďte X,Y topologické prostory, M,P metrické prostory, f : X →
M, g : Y → P .
(i) Pokud f, g splňuj́ı podmı́nku (c) Věty 1.3, splňuje ji i f × g.
(ii) Maj́ı-li f, g PCP, je f × g prvńı H-tř́ıdy.
(iii) Je-li X × Y dědičně Baire̊uv, pak f × g má PCP, právě když f i g maj́ı

PCP.

D̊ukaz. (i) Nechť D=
⋃

n∈NDn,E=
⋃

n∈NEn jsou báze pro f resp. g, kde Dn,En, n ∈
N jsou polotevřené rozklady X resp. Y . Pak

⋃
n∈N,m∈NDn⊗Em je báze pro f × g.
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(ii) a implikace „⇐ ” v (iii) plynou ihned z (i) a Věty 1.3. Obrácená implikace
v (iii) plyne ze snadného pozorováńı, že je-li (x, y) bodem spojitosti (f×g) � F ×Y ,
je x bodem spojitosti f � F . �

Poznámka 1.9. (i) Má-li A ⊂ X SBP v Ā a je-li A Baire̊uv prostor, pak lze psát
A = G ∪N , kde G je otevřená a N ř́ıdká v X.
(ii) Má-li A ⊂ X SBPR a je-li A dědičně Baire̊uv prostor, pak A je H-množina.

D̊ukaz. (i) Má-li A SBP v Ā, lze psát A = H ∪ P , kde H je otevřená v Ā a P
prvńı kategorie v Ā. Tedy P je prvńı kategorie i v A, tedy (A je Baire̊uv) má
v A prázdný vnitřek, tedy H je hustá v A, tedy i v Ā. Tedy P je ř́ıdká v Ā, a tedy
i v X. Dále H je H-množina (jako pr̊unik otevřené a uzavřené množiny), tedy lze
psát H = G ∪ L, kde G je otevřená a L ř́ıdká v X. Položme N = P ∪ L, pak N je
ř́ıdká a A = G ∪N .
(ii) Buď F ⊂ X uzavřená. Pak podle (i) F ∩A = G∪N , kde G je otevřená a N

ř́ıdká v F , tedy podle Tvrzeńı 1.1 je A H-množina. �

Poznámka 1.10. Je-li X dědičně Baire̊uv a A ⊂ X taková, že A i X \ A maj́ı
SBPR, pak A je H-množina.

D̊ukaz. Podle Věty 1.3 má identifikátor množiny A PCP, tedy podle definice je
A H-množina. (Toto lze dokázat i př́ımo s použit́ım Tvrzeńı 1.1.(iii).) �
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2. PCP-PROSTORY A ÚPLNÁ ADITIVITA

Je-li X množina a A nějaký systém podmnožin X, pak systém S podmnožin
X nazveme úplně A-aditivńı, pokud pro každé T⊂S je

⋃
T∈A. Protože se budeme

zabývat jen disjunktńımi úplně aditivńımi systémy, budeme vždy slovy úplně adi-
tivńı rozumět disjunktńı úplně aditivńı. Je-li κ nekonečný kardinál, řekneme, že
topologický prostor X má vlastnost (Hκ) resp. (Sκ), pokud sjednoceńı každého
úplně Hσ- resp. SBPR-aditivńıho systému množin prvńı kategorie v X, jehož mo-
hutnost je nejvýš κ, má prázdný vnitřek. Řekneme, že X má vlastnost (H) resp.
(S), má-li vlastnost (Hκ) resp. (Sκ) pro každý kardinál κ. Pro X topologický
prostor znač́ıme d(X) jeho hustotu, t.j. nejmenš́ı mohutnost husté podmnožiny
v X. X nazveme κ-PCP-prostorem, pokud každé zobrazeńı prostoru X do met-
rického prostoru s hustotou nejvýš κ, které je prvńı H-tř́ıdy, má PCP. X nazveme
PCP-prostorem, je-li κ-PCP-prostorem pro každé κ. Tvrzeńı 1.4 pak vlastně ř́ıká,
že každý PCP-prostor (podle poznámky za zmı́něným tvrzeńım dokonce každý ω-
PCP-prostor) je dědičně Baire̊uv. Naopak, z Věty 1.3 plyne, že každý dědičně
Baire̊uv prostor je ω-PCP-prostor.

Tvrzeńı 2.1. Buď X topologický prostor, κ nekonečný kardinál. Pak následuj́ıćı
podmı́nky jsou ekvivalentńı:
(i) X je κ-PCP-prostor,
(ii) každý neprázdný uzavřený podprostor X má vlastnost (Hκ),
(iii) každý neprázdný uzavřený podprostor X má vlastnost (Sκ),
(iv) je-li M diskrétńı metrický prostor mohutnosti κ, pak každá f : X → M

prvńı H-tř́ıdy má PCP.

Poznámka. Z [8, Věta 7G] plyne, že za axiómu konstruovatelnosti každý Baire̊uv
prostor má vlastnost (S), a tedy každý dědičně Baire̊uv prostor je PCP-prostor.
Citovaná věta ř́ıká formálně v́ıc, v́ıce se t́ım budeme zabývat v 6. kapitole.

D̊ukaz. (iii)⇒ (ii) plyne z toho, že každá Hσ-množina má SBPR.
(ii) ⇒ (i) Nechť (ii) je splněno. Pak zřejmě X je dědičně Baire̊uv. Buď M

metrický prostor, pro nějž d(M) ≤ κ, B=
⋃∞

n=1Bn buď jeho otevřená báze taková,
že Bn je disjunktńı systém pro každé n. Pak ovšem pro každé n je cardBn ≤ κ. Buď
f : X → M funkce prvńı H-tř́ıdy. Pro každé B ∈B lze psát f−1(B) = GB ∪ EB ,
kde GB je otevřená a EB prvńı kategorie v X. Pak En = {EB | B ∈Bn} je pro
každé n úplně Hσ-aditivńı systém množin prvńı kategorie v X, jehož mohutnost je
nejvýš κ, tedy

⋃
En má prázdný vnitřek, a tedy je prvńı kategorie pro každé n, tedy⋃∞

n=1

⋃
En je prvńı kategorie, a tedy má prázdný vnitřek (protože X je Baire̊uv),

ale v každém bodě doplňku této množiny (který je neprázdný, protože je hustý) je
f spojitá. Stejný argument lze opakovat pro každou ∅ 6= F ⊂ X uzavřenou, tedy f
má PCP.
(i)⇒ (iv) je zřejmé.

Typeset by AMS-TEX
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(iv) ⇒ (iii) Nechť plat́ı (iv). Z poznámky za Tvrzeńım 1.4 plyne, že X je
dědičně Baire̊uv. Buď E úplně SBPR-aditivńı systém množin prvńı kategorie v F ,
jehož mohutnost je nejvýš κ a jehož sjednoceńı má neprázdný vnitřek v F , kde
∅ 6= F ⊂ X uzavřená. Bez újmy na obecnosti předpokládejme F = X. Položme
G = int

⋃
E6= ∅. Můžeme předpokládat G =

⋃
E. Pak podle Poznámky 1.10 a d́ıky

tomu, že G je dědičně Baire̊uv, je E dokonce úplně H-aditivńı. PoložmeM =E∪{X\
G} s diskrétńı metrikou a f : X → M definujme předpisem f(x) = E, pokud x ∈ E.
Pak f je prvńı H-tř́ıdy, ale f � Ḡ nemá bod spojitosti. �

Protože zřejmě X má vlastnost (Hω), právě když je Baire̊uv, plyne z předchoźıho
tvrzeńı opět, že X je ω-PCP-prostor, právě když je dědičně Baire̊uv, jak jsme
si uvědomili výše za pomoci tvrzeńı 1. kapitoly. Otázku, zda dědičně Baireovy
prostory jsou PCP-prostory, lze tedy formulovat, zda ω-PCP-prostory jsou PCP-
prostory. O tom, že tomu tak být nemuśı, svědč́ı Př́ıklady v 7. kapitole. V daľśım
ukážeme, že za určitých podmı́nek (na těsnost, charakter,. . .) z toho, že X je κ-
PCP-prostor pro vhodné κ plyne již, že je PCP-prostor. Pro některé tř́ıdy prostor̊u
(prostory se spočetnou těsnost́ı, s charakterem ℵ1,. . .) pak bude stačit předpoklad,
že jsou ω-PCP-prostory, t.j. dědičně Baireovy.
Ř́ıkáme, že topologický prostor X má těsnost τ , pokud τ je nejmenš́ı kardinál,

pro který plat́ı:

(∀A ⊂ X)(∀x ∈ Ā)(∃B ⊂ A)(x ∈ B̄ & cardB ≤ τ).

Tvrzeńı 2.2. (podle [2]) Nechť X je topologický prostor s těsnost́ı nejvýš τ , kde
τ ≥ ℵ0. Je-li X τ -PCP-prostor, je X PCP-prostor.

D̊ukaz. Nechť X je τ -PCP-prostor, ale ne PCP-prostor. Pak zřejmě X je dědičně
Baire̊uv a podle Tvrzeńı 2.1 existuje ∅ 6= F ⊂ X uzavřená, která nemá vlastnost
(S). Bez újmy na obecnosti předpokládejme F = X. Buď E úplně SBPR-aditvńı
systém množin prvńı kategorie v X, jehož sjednoceńı má neprázdný vnitřek v X.
Pak tedy existuje G ⊂

⋃
E neprázdná otevřená v X. Pro s ∈ τ<ω sestroj́ıme cs ∈ G

a Es ∈ E tak, aby platilo pro každé s ∈ τ<ω:
(a) cs ∈ Es

(b) cs ∈ {cs∩n | n < τ}
(c) cs /∈

⋃
{Et | l(t) < l(s)}

c∅ ∈ G zvolme libovolně, E∅ ∈E tak, že c∅ ∈ E∅. Dále nechť m ≥ 0 a nechť
cs, Es, l(s) ≤ m splňuj́ı (a), (b), (c). Systém {Et ∩ G | l(t) ≤ m} je úplně SBPR-
aditivńı systém množin prvńı kategorie v X, jeho mohutnost je nejvýš τ , tedy,
protože X má vlastnost (Sτ ), jeho sjednoceńı má prázdný vnitřek v X, tedy i v G,
a tedy množina A =

⋃
{E ∩ G | E ∈E , E /∈ {Et | l(t) ≤ m}} je hustá v G. Tedy

speciálně cs ∈ Ā pro každé s ∈ τ<ω, l(s) = m. Tedy existuj́ı cs∩n ∈ A,n < τ ,
že cs ∈ {cs∩n | n < τ}. Zvolme Es∩n tak, aby cs∩n ∈ Es∩n. Takto zkonstruované
ct, Et, l(t) ≤ m+ 1 opět splňuj́ı (a), (b), (c).
Položme C1 = {cs | l(s) sudá}, C2 = {cs | l(s) lichá}, pak H = C̄1 ∩G = C̄2 ∩G

je Baire̊uv prostor. Systém EH = {E ∩ H | E ∈E} je úplně SBPR-aditivńı v H.
Polož́ıme-li H1 =

⋃
{Es ∩ H | l(s) sudá}, H2 =

⋃
{E ∩ H | E ∈E, E /∈ {Es |

l(s) sudá}}, pak tedy H1,H2 maj́ı SBP v H, jsou husté v H (protože Ci ⊂ Hi, i =
1, 2), jsou disjunktńı, tedy maj́ı prázdný vnitřek v H, tedy jsou prvńı kategorie
v H, tedy H = H1 ∪H2 je prvńı kategorie v sobě, což je spor. �

Okamžitým d̊usledkem je:
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Věta 2.3. Je-li X dědičně Baire̊uv prostor s (nejvýš) spočetnou těsnost́ı, pak X je
PCP-prostor. Speciálně dědičně Baireovy metrické prostory, dědičně Baireovy pod-
prostory (C(K), τP ), prostoru spojitých funkćı na kompaktńım Hausdorffově pros-
toru s topologíı bodové konvergence, dědičně Baireovy podprostory Banachova pros-
toru se slabou topologíı, jsou PCP-prostory.

Pseudobáźı topologického prostoruX rozumı́me systém neprázdných otevřených
podmnožin X takový, že každá neprázdná otevřená podmnožina X obsahuje prvek
tohoto systému. Nejmenš́ı možnou mohutnost pseudobáze nazveme pseudováhou
prostoru X, znač́ıme πw(X).
Dále budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı: Je-li E disjunktńı systém množin, pak

pro x ∈
⋃
E značme Ex ten prvek E, který obsahuje x.

Tvrzeńı 2.4. Buď κ > ℵ0, πw(X) ≤ κ. Pokud X má vlastnost (Sα) pro každé
α < κ, má vlastnost (S).

Poznámka. Analogické tvrzeńı (se stejným d̊ukazem) plat́ı i pro vlastnost (Hα)
resp. (H).

D̊ukaz. Buď B pseudobáze mohutnosti nejvýš κ. Buď E úplně SBPR-aditivńı systém
množin prvńı kategorie takový, že G = int

⋃
E6= ∅. Buď {Bξ | ξ < τ} = {B ∈B|

B ⊂ G}, kde τ ≤ κ. Pro α < τ sestroj́ıme indukćı xα, yα ∈ Bα tak, aby xα, yα /∈⋃
ξ<α(Exξ

∪Eyξ
) a nav́ıc Exα

6= Eyα
, což lze d́ıky tomu, že X má vlastnost (Sβ) pro

β < τ . Položme A = {xξ | ξ < τ}, B = {yξ | ξ < τ}. Pak Ā = B̄ ⊃ G, neboť pro
∅ 6= H ⊂ G otevřenou existuje α < τ , že Bα ⊂ H, tedyH∩A 6= ∅ 6= H∩B. Položme
H1 =

⋃
{Ex ∩ G | x ∈ A},H2 = G \ H1. Pak H1,H2 jsou husté v G, disjunktńı,

tedy maj́ı prázdný vnitřek, tedy jsou prvńı kategorie (neboť maj́ı SBPR), tedy G
je prvńı kategorie v sobě, což je spor, neboť X je Baire̊uv prostor. �

Okamžitým d̊usledkem předchoźıho tvrzeńı je:

Věta 2.5. (i) Je-li X Baire̊uv prostor a πw(X) ≤ ℵ1, pak X má vlastnost (S).
(ii) Je-li X dědičně Baire̊uv a pro každý jeho neprázdný uzavřený podprostor F

plat́ı πw(F ) ≤ ℵ1, pak X je PCP-prostor.

Každý ordinál ξ lze psát jednoznačně ve tvaru ξ = α+ n, kde α je limitńı nebo
0 a n < ω. Ordinál ξ nazveme sudým resp. lichým ordinálem, je-li n sudé resp.
liché. Pro s = (s0, ..., sn) konečnou posloupnost ordinál̊u položme p(s) = min{i |
−1 ≤ i ≤ n, sj je izolovaný pro i < j ≤ n}, q(s) = s0 + ... + sn + (n − p(s)) pro
s 6= ∅, q(∅) = 0.

Tvrzeńı 2.6. Buď κ > ℵ0, X topologický prostor, jehož charakter χ(X) ≤ κ. Je-li
X τ -PCP-prostor pro každé τ < κ, je X PCP-prostor.

D̊ukaz. Nechť X je τ -PCP-prostor pro každé τ < κ, ale neńı PCP-prostor. Pak
existuje ∅ 6= F ⊂ X uzavřená, která nemá vlastnost (S). Bez újmy na obecnosti
předpokládejme F = X. Buď E úplně SBPR-aditivńı systém množin prvńı kate-
gorie, pro nějž G = int

⋃
E 6= ∅. Pro každé x ∈ X buďte (V x

α )α<κ otevřené množiny
takové, že {V x

α | α < κ, α sudé} i {V x
α | α < κ, α liché} tvoř́ı bázi okoĺı bodu x. Pro

s ∈ κ<ω sestroj́ıme cs ∈ G splňuj́ıćı:
(i) cs∩ξ ∈ V cs

ξ ,
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(ii) cs /∈
⋃
{Ect | q(t) ≤ q(s), t 6= s}.

c∅ ∈ G zvolme libovolně. Nechť 0 < α < κ a pro q(s) < α již máme cs, které
splňuj́ı (i), (ii). Položme A =

⋃
{Ect

| q(t) < q(s)}. Pak A∩G má prázdný vnitřek
a je prvńı kategorie v G, tedy G\A je hustá v G. Pro q(s) = α, kde s = t∩ξ a ξ < κ
zvolme cs ∈ V ct

ξ ∩ (G \ A). Protože card{s ∈ κ<ω | q(s) = α} < κ, lze cs, q(s) = α

volit nav́ıc tak, aby Ecs
6= Ect

pro s 6= t. T́ım je konstrukce provedena. Z (i) a (ii)
plyne, že Ecs

6= Ect
pro s, t ∈ κ<ω, s 6= t. Položme C0 = {cs∩ξ | s ∈ κ<ω, ξ < κ, ξ

sudé}, C1 = {cs∩ξ | s ∈ κ<ω, ξ < κ, ξ liché}. Položme H = C̄0 ∩ G = C̄1 ∩ G,
H0 =

⋃
{H ∩ Ec | c ∈ C0}, H1 = H \ H0. Pak H0,H1 jsou disjunktńı a husté

v H, tedy maj́ı prázdný vnitřek, tedy jsou prvńı kategorie v H, tedy H je prvńı
kategorie v sobě, což je spor, neboť H je Baire̊uv prostor. �

Z předchoźıho tvrzeńı okamžitě plyne:

Věta 2.7. Je-li X dědičně Baire̊uv prostor a χ(X) ≤ ℵ1, je X PCP-prostor.

Dále dokážeme zobecněńı Tvrzeńı 2.2, k čemuž zavedeme (poněkud umělý) po-
jem silné těsnosti. X má silnou těsnost κ, pokud κ je nejmenš́ı kardinál, pro
nějž plat́ı:

(∀A ⊂ X)(∀x ∈ Ā)(∃B ⊂ A)(x ∈ B̄ & (cardB < κ nebo

(cardB = κ &(∀C ⊂ B)(cardC = κ ⇒ x ∈ C̄)))).

Tedy, silná těsnost κ znamená, že kdykoli x ∈ Ā, pak buď existuje B ⊂ A mohut-
nosti < κ tak, že x ∈ B̄, nebo je x limitou dobře uspořádaného netu (indexovaného
ordinály < κ) prvk̊u množiny A. Vid́ıme, že druhá možnost dává něco nového, jen
je-li κ regulárńı (připomeňme, že kardinál κ je regulárńı, pokud je větš́ı než ℵ0 a
neńı kofinálńı s žádným menš́ım ordinálem (t.j., je-li α < κ ordinál a βξ < κ pro
ξ < α, pak supξ<α βξ < κ)).

Tvrzeńı 2.8. Buď κ regulárńı kardinál a X topologický prostor silné těsnosti nejvýš κ.
Je-li X τ -PCP-prostor pro všechna τ < κ, je X PCP-prostor.

Poznámka. Protože, když X má těsnost ≤ τ , pak má silnou těsnost ≤ τ+, kde τ+

znač́ı následńıka kardinálu τ , je Tvrzeńı 2.2 d̊usledkem tohoto tvrzeńı, avšak jeho
př́ımý d̊ukaz je značně jednodušš́ı. Nav́ıc podmı́nka na těsnost se zdá přirozeněǰśı
než na silnou těsnost, a proto budeme vždy tvrzeńı o prostorech s jistou těsnost́ı
uvádět zvlášť, třebaže budou d̊usledky tvrzeńı o prostorech s větš́ı silnou těsnost́ı.

D̊ukaz. Nechť X je τ -PCP-prostor pro každé τ < κ, ale neńı PCP-prostor. Pak
existuje ∅ 6= F ⊂ X uzavřená, která nemá vlastnost (S). Bez újmy na obecnosti
předpokládejme F = X. Buď E úplně SBPR-aditivńı systém množin prvńı kat-
egorie, pro nějž G = int

⋃
E 6= ∅. Pro ξ < κ zkonstruujeme po dvou disjunktńı

množiny Aξ ⊂ κ<ω, pro s ∈ B =
⋃

ξ<κ Aξ pak xs ∈ G, cs ∈ G, αs ≤ κ kardinál tak,
aby:
(a) s∩ξ ∈ B ⇔ (s ∈ B & ξ < αs),
(b) A0 = {∅},
(c) cs ∈ {xs∩ξ | ξ < αs sudé} ∩ {xs∩ξ | ξ < αs liché},
(d) αs = κ ⇒ (∀D ⊂ κ)(cardD = κ ⇒ cs ∈ {xs∩ξ | ξ ∈ D}),
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(e) card Es < κ ⇒ cs∩ξ = xs∩ξ pro ξ < αs,
(f) card Es = κ ⇒ {Exs∩ξ

| ξ < κ sudé} ∩ {Exs∩ξ
| ξ < κ liché} = ∅ & (cs∩ξ =

xs∩ηξ
, kde (ηξ)ξ<κ je rostoućı a kofinálńı a ηξ má stejnou paritu jako ξ),

(g) xs∩ξ /∈
⋃

η≤q(s) Fη,

(h) Fξ má prázdný vnitřek,
(i) cs /∈

⋃
η<ξ Fη pro s ∈ Aξ,

(j) card Es < κ ⇔ {s∩ξ | ξ < αs} ⊂ Aq(s∩0),
kde Fξ =

⋃
{Ecs

| s ∈ Aξ}, Es = {Exs∩ξ
| ξ < αs}.

Zvolme c∅ = x∅ ∈ G libovolně, položme A0 = {∅}. Dále nechť 0 < α < κ a
nechť Aξ, ξ < α; cs, s ∈

⋃
ξ<α Aξ; αs, s ∈

⋃
ξ+1<α Aξ; xs∩η, s ∈

⋃
ξ+1<α Aξ, η < αs

splňuj́ı (b)-(j). Položme F =
⋃

ξ<α Fξ. Pak G \ F je hustá v G.
(1) Nechť α = β + 1. Položme D = {s ∈

⋃
ξ<α Aξ | q(s) = β}. Pro s ∈ D

sestroj́ım αs ≤ κ a xs∩ξ ∈ G \ F, ξ < αs, aby bylo splněno (c)-(f), což lze d́ıky
podmı́nce na silnou těsnost X a tomu, že G \ F je hustá v G. T́ım je splněna i
podmı́nka (g). Položme A0α = {s∩0 | s ∈ D} ∪ {s∩ξ | s ∈ D, cardEs < κ, ξ < αs},
pro t ∈ A0α položme ct = xt.
Dále položme A1α = {s∩(ξ + 1) | s∩ξ ∈ D, s∩(ξ + 1) /∈

⋃
ξ<α Aξ}. Nechť s∩(ξ +

1) ∈ A1α. Pak nutně cardEs = κ. Tedy (cs∩η)η≤ξ = (xs∩γη )η≤ξ, kde (γη)η≤ξ je
rostoućı. Buď ζ > γξ nejmenš́ı, které má stejnou paritu jako ξ + 1 a pro něž plat́ı
xs∩ζ ∈ G \ F , což lze, neboť card

⋃
η<α Aη < κ = cardEs. Položme cs∩(ξ+1) = xs∩ζ

a Aα = A0α ∪A1α, a opět je splněno (b)-(j).
(2) Nechť α je limitńı. Položme Aα = {s∩ξ | q(s∩ξ) = α, s∩ξ /∈

⋃
η<α Aη, s∩ζ ∈⋃

η<α Aη pro ζ < ξ}. Nechť s∩ξ ∈ Aα. Pak nutně cardEs = κ. Tedy (cs∩η)η<ξ =

(xs∩γη )η<ξ, kde (γη)η<ξ je rostoućı. Buď ζ ≥ supη<ξ γη nejmenš́ı, které má stejnou
paritu jako ξ (t.j. je sudé, neboť ξ je limitńı) a pro něž plat́ı xs∩ζ ∈ G \ F , což lze,
neboť card

⋃
η<α Aη < κ = cardEs. Položme cs∩ξ = xs∩ζ , a opět je splněno (b)-(j).

T́ım je konstrukce provedena a (a) je splněno též. Položme C0 = {cs | s ∈
Aξ, ξ < κ sudé}, C1 = {cs | s ∈ Aξ, ξ < κ liché}. Pak {Ec | c ∈ C0} ∩ {Ec |
c ∈ C1} = ∅. Nav́ıc C̄0 = C̄1: Je-li s ∈ B, pak cs ∈ {cs∩ξ | ξ < αs}. Pokud
cardEs < κ, pak podle (j) je cs ∈ C̄ε, kde ε je parita q(s∩0). Pokud cardEs = κ,
pak cs ∈ {cs∩ξ | ξ < αs sudé} ∩ {cs∩ξ | ξ < αs liché}, tedy cs ∈ C̄0 ∩ C̄1. V obou
př́ıpadech je cs ∈ C̄ε, kde ε je parita q(s∩0). Tedy cs∩ξ ∈ C̄ε pro ξ < αs liché,
cs∩ξ ∈ C̄1−ε pro ξ < αs liché. Tedy podle (c) je cs ∈ C̄0 ∩ C̄1, tedy C̄0 = C̄1.
Položme H = G ∩ C̄0 = G ∩ C̄1, H0 =

⋃
{Ec | c ∈ C0}, H1 = H \ H0. Pak

H0, H1 jsou disjunktńı husté v H, maj́ı SBPR, tedy jsou prvńı kategorie v H, tedy
H je prvńı kategorie v sobě, což je spor, neboť H je Baire̊uv prostor. �

Z předchoźıho tvrzeńı okamžitě dostáváme:

Věta 2.9. Je-li X dědičně Baire̊uv prostor se silnou těsnost́ı nejvýš ℵ1, pak X je
PCP-prostor.

Je-li X topologický prostor, pak jeho Suslinovým č́ıslem rozumı́me

c(X) = sup{cardG | G je disjunktńı systém
neprázdných otevřených podmnožin X}.
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Kardinál κ nazveme slabě nedosažitelným, je-li regulárńı a neńı následńıkem
žádného kardinálu. Snadno si uvědomı́me, že κ je slabě nedosažitelný, právě když je
regulárńı a card{α < κ | α je kardinál} = κ.

Lemma 2.10. Buď X prostor, který má vlastnost (Sα) pro α < κ, ale nemá vlast-
nost (Sκ). Buď E= {Eξ | ξ < κ} úplně SBPR-aditivńı systém množin prvńı kate-
gorie, jehož sjednoceńı má neprázdný vnitřek. Pak
(i) Je-li α < κ ordinál a Eξ ⊂ E pro ξ < α tak, že

⋃
Eξ je prvńı kategorie pro

každé ξ < α, pak
⋃

ξ<α

⋃
Eξ má prázdný vnitřek.

(ii) κ je regulárńı.
(iii) Pokud κ neńı slabě nedosažitelný, pak existuj́ı Eα, α < κ po dvou disjunktńı

podsystémy E takové, že sjednoceńı každého z nich má neprázdný vnitřek, speciálně
κ ≤ c(X).

D̊ukaz. (i) Pro ξ < α položme Aξ =
⋃
(Eξ \

⋃
η<ξEη). Pak {Aξ | ξ < α} je úplně

SBPR-aditivńı systém množin prvńı kategorie, jehož mohutnost je menš́ı než κ, tedy
jeho sjednoceńı má prázdný vnitřek. A toto sjednoceńı je přesně rovno

⋃
ξ<α

⋃
Eξ.

(ii) Nechť α < κ je kofinálńı s κ. Pak existuj́ı βξ, ξ < α tak, že βξ < κ pro ξ < α
a supξ<α βξ = κ. Položme E ξ = {Eη | η < βξ} pro ξ < α. Pak

⋃
Eξ má prázdný

vnitřek (neboť X má vlastnost (Sβξ
)), a tedy je prvńı kategorie. Tedy podle (i) má⋃

E=
⋃

ξ<α

⋃
Eξ prázdný vnitřek, což je spor.

(iii) K d̊ukazu (iii) použijeme metodu Ulamova d̊ukazu, že ℵ1 neńı reálně měřitelný
([6, Věta 5.6]).
Nechť κ neńı slabě nedosažitelný, ale neplat́ı tvrzeńı (iii). Pak (protože je

regulárńı) je následńıkem nějakého kardinálu, označme jej ζ. Pro β < κ buď
α 7→ f(α, β) prosté zobrazeńı β do ζ. Pak zřejmě

(*) α < β < γ < κ ⇒ f(α, γ) 6= f(β, γ).

Pro α < κ, ξ < ζ označme F ξ
α = {β > α | f(α, β) = ξ}. Pak

(**) F ξ
α, α < κ jsou disjunktńı pro každé ξ < ζ,

což plyne okamžitě z (*). Dále

(***) κ \
⋃
ξ<ζ

F ξ
α = [0, α] pro každé α < κ.

Ovšem, protože je-li α < κ, pak pro β > α položme ξ = f(α, β), pak β ∈ F ξ
α.

Položme Gξ
α =

⋃
η∈F ξ

α
Eη. Pak pro každé ξ < ζ jsou Gξ

α po dvou disjunktńı, a

podle předpokladu, že tvrzeńı (iii) neplat́ı, je card{α < κ | intGξ
α 6= ∅} ≤ ζ. Tedy

existuje α < κ, že Gξ
α má prázdný vnitřek (a tedy je prvńı kategorie) pro všechna

ξ < ζ. Označme G =
⋃

β≤α Eβ . Pak
⋃
E= G ∪

⋃
ξ<ζ Gξ

α má podle (i) prázdný
vnitřek, což je spor. �
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Věta 2.11. (i) Je-li X Baire̊uv a c(X) ≤ ℵ0, pak X má vlastnost (Sκ) pro κ menš́ı
než nejmenš́ı slabě nedosažitelný kardinál.
(ii) Je-li X dědičně Baire̊uv a c(F ) ≤ ℵ0 pro každou uzavřenou neprázdnou

F ⊂ X, pak X je κ-PCP-prostor pro κ menš́ı než nejmenš́ı slabě nedosažitelný
kardinál.

D̊ukaz. (i) Nechť X nemá vlastnost (Sκ) pro nějaké κ menš́ı než nejmenš́ı slabě
nedosažitelný kardinál. Buď κ nejmenš́ı takové. Pak, protože X je Baire̊uv, κ > ℵ0.
Ale podle Lemmatu 2.10.(iii) je κ ≤ c(X) ≤ ℵ0, což je spor.
(ii) Plyne okamžitě z (i) aplikovaného na každý uzavřený neprázdný podprostor

X a z Tvrzeńı 2.1. �

Věta 2.12. Buď κ0 nejmenš́ı slabě nedosažitelný kardinál.
(i) Pokud X je Baire̊uv, c(X) ≤ ℵ0, πw(X) ≤ κ0, pak X má vlastnost (S).
(ii) Je-li X dědičně Baire̊uv, c(F ) ≤ ℵ0 pro každou uzavřenou neprázdnou F ⊂ X

a plat́ı-li jedna z podmı́nek
(a) X má těsnost < κ0,
(b) πw(F ) ≤ κ0 pro každou ∅ 6= F ⊂ X uzavřenou,
(c) χ(X) ≤ κ0,
(d) X má silnou těsnost nejvýš κ0,

pak X je PCP-prostor.

Poznámky. (1) Podmı́nka (a) v (ii) implikuje podmı́nku (d), tedy tvrzeńı pro (a)
je speciálńım př́ıpadem tvrzeńı pro (d).
(2) Za předokladu neexistence slabě nedosažitelných kardinál̊u má každý Baire̊uv

prostor X, pro nějž c(X) ≤ ℵ0, vlastnost (S), a každý dědičně Baire̊uv prostor
takový, že c(F ) ≤ ℵ0 pro každý jeho uzavřený podprostor, je PCP-prostor.

D̊ukaz Věty 2.12. (i) Podle Věty 2.11.(i) má X vlastnost (Sκ) pro κ < κ0. Podle
Tvrzeńı 2.4 má pak X vlastnost (S).
(ii) Podle Věty 2.11.(ii) je X κ-PCP-prostor pro κ < κ0. Podle Tvrzeńı 2.2 resp.

2.4 resp 2.6 resp. 2.8 (podle toho, která z podmı́nek (a)-(d) je splněna) je pak X
PCP-prostor. �
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Tvrzeńı 3.1. Buď X topologický prostor, ∅ 6= A ⊂ X buď H-množina.
(i) Je-li X dědičně Baire̊uv, pak A také.
(ii) Je-li X κ-PCP-prostor, kde κ ≥ ℵ0, pak A také.

D̊ukaz. (i) Buď X dědičně Baire̊uv. Nejprve dokážeme, že každá neprázdná H-
množina v X je druhé kategorie v sobě. Ovšem, buď ∅ 6= B H-množina v X. Podle
definice H-množin existuje ∅ 6= G ⊂ B̄ relativně otevřená tak, že buď G ⊂ B nebo
G ⊂ B̄ \ B. Protože B je hustá v B̄, je G ⊂ B. Protože B̄ je Baire̊uv, je G druhé
kategorie v B̄, tedy i v B. Tedy B je druhé kategorie v sobě.
Nechť ∅ 6= A je H-množina v X. Nechť ∅ 6= F ⊂ A je relativně uzavřená, nechť

∅ 6= G ⊂ F je relativně otevřená. Pak G je H-množina, tedy je druhé kategorie
v sobě, tedy i v F . F je tedy Baire̊uv a A dědičně Baire̊uv.
(ii) Buď M diskrétńı metrický prostor mohutnosti κ, f : A → M funkce prvńı

H-tř́ıdy. Buď M ′ topologická suma M a jednobodového prostoru {∞}. Pak M ′ je
metrizovatelný (a opět diskrétńı mohutnosti κ) a funkce g : X → M ′ definovaná
předpisem

g(x) =

{
f(x) x ∈ A,

∞ x /∈ A,

je prvńı H-tř́ıdy, a tedy má PCP. Nechť ∅ 6= F ⊂ A je relativně uzavřená. Podle
Věty 1.3 je množina bod̊u nespojitosti g � F prvńı kategorie v F . Protože g � F =
f � F a podle (i) je F Baire̊uv prostor, má f � F bod spojitosti. Tedy f má PCP
a podle Tvrzeńı 2.1 je A κ-PCP-prostor. �

Poznámka. Z Poznámky 1.9 a předchoźıho lemmatu plyne, že každá dědičně Baire-
ova SBPR-podmnožina κ-PCP-prostoru je κ-PCP-prostor.
Řekneme, že systém A podmnožin topologického prostoru X má vlastnost (O),

pokud pro každý ∅ 6=C⊂A existuje C ∈C, že C je relativně otevřená v
⋃
C. Systém A

nezveme rozptýleným, je-li disjunktńı a má vlastnost (O). Př́ıkladem rozptýleného
systému je libovolný polootevřený rozklad X, přikladem systému s vlastnost́ı (O),
který neńı rozptýlený, je libovolný nedisjunktńı systém otevřených množin.

Tvrzeńı 3.2. Nechť κ ≥ ℵ0, nechť X =
⋃

a∈A Xa, kde {Xa | a ∈ A} je systém
κ-PCP-prostor̊u, který má vlastnost (O). Pak X je κ-PCP-prostor.

D̊ukaz. Nechť M je diskrétńı metrický prostor mohutnosti κ a f : X → M funkce
prvńı H-tř́ıdy. Pak pro každé a ∈ A je f � Xa prvńı H-tř́ıdy, a tedy má PCP. Buď
∅ 6= F ⊂ X uzavřená. Položme B = {a ∈ A | F ∩ Xa 6= ∅}. Pak B 6= ∅, tedy
existuje a ∈ B tak, že Xa je relativně otevřené v

⋃
b∈B Xb, tedy Xa∩F je otevřená

v F . Dále f � F ∩ Xa má bod spojitosti. A protože Xa ∩ F je otevřená v F , je
tento bod též bodem spojitosti f � F . Tedy f má PCP a podle Tvrzeńı 2.1 je X
κ-PCP-prostor. �

Typeset by AMS-TEX
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Tvrzeńı 3.3. (i) Je-li X ř́ıdce rozložený prostor (t.j. každá neprázdná podmnožina
X má izolovaný bod, ekvivalentně, systém všech jednobodových množin je rozptýlený),
pak X je PCP-prostor. Speciálně každý ordinál s topologíı uspořádáńı je PCP-
prostor.
(ii) Je-li X κ-PCP-prostor, kde κ ≥ ℵ0, a Y je ř́ıdce rozložený, pak X × Y je

κ-PCP-prostor.

D̊ukaz. Plyne okamžitě z Tvrzeńı3.2. �

V daľśım dokážeme, že sjedoceńı konečně mnoha κ-PCP-prostor̊u je κ-PCP-
prostor, bez jakýchkoli daľśıch podmı́nek.

Lemma 3.4. (i) X = Ȳ , Y je Baire̊uv ⇒ X je Baire̊uv.
(ii) X = Y ∪ Z, Y, Z jsou Baireovy ⇒ X je Baire̊uv.

D̊ukaz. (i) Nechť ∅ 6= G ⊂ X je otevřená množina prvńı kategorie v X. Pak
G ∩ Y 6= ∅ je prvńı kategorie v Y , což je spor s t́ım, že Y je Baire̊uv.
(ii) Nechť ∅ 6= G ⊂ X je otevřená množina prvńı kategorie v X, tedy i prvńı

kategorie v sobě. Pokud int(G∩Y ) 6= ∅, pak int(G∩Y ) je druhé kategorie v Y , tedy
i v sobě, tedy i v X, tedy G je druhé kategorie v X. Podobně pro int(G∩Z) 6= ∅.
Nechť tedy int(G∩ Y ) = int(G∩Z) = ∅. Tedy G∩ Y i G∩Z jsou husté v G, tedy
jsou prvńı kategorie v sobě, tedy i v Y resp. v Z, což je spor s předpokladem, že
Y, Z jsou Baireovy prostory. �

Ř́ıkáme, že podmnožina Y topologického prostoru X je druhé kategorie v bodě
x ∈ X, pokud pro každé V okoĺı bodu x je V ∩ Y druhé kategorie.

Lemma 3.5. Nechť Y ⊂ X. Pak je ekvivalentńı:
(i) Y je druhé kategorie v každém svém bodě.
(ii) A ⊂ X prvńı kategorie ⇒ intY (A ∩ Y ) = ∅.
(iii) Y je Baire̊uv a int Ȳ = Ȳ .

D̊ukaz. (ii) ⇒ (i) Nechť x ∈ Y je bod, v němž Y neńı druhé kategorie. Tedy
existuje V okoĺı x, že Y ∩V je prvńı kategorie. Položme A = Y ∩V , pak A je prvńı
kategorie, ale intY (A ∩ Y ) 6= ∅, což odporuje (ii).
(i) ⇒ (iii) Zřejmě Y je Baire̊uv a Ȳ rovněž splňuje (i). Dokážeme, že int Ȳ

je hustá v Ȳ . Nechť x ∈ Ȳ , V buď otevřené okoĺı x. Pak V ∩ Ȳ je H-množina
druhé kategorie (podle (i) pro Ȳ ), tedy má neprázdný vnitřek (Tvrzeńı 1.1). Je-li
z vnitřńı bod, pak též z ∈ int Ȳ , tedy V prot́ıná int Ȳ , č́ımž je hustota dokázána.
(iii) ⇒ (ii) Nechť A je podmnožina X prvńı kategorie. Pak A ∩ Ȳ je prvńı

kategorie v Ȳ , neboť Ȳ je uzávěr otevřené množiny. Dále A ∩ Y je prvńı kategorie
v Y , protože Y je hustá v Ȳ . A protože Y je Baire̊uv, je intY (A ∩ Y ) = ∅. �

Lemma 3.6. Nechť κ ≥ ℵ0.
(i) Je-li X = Ȳ a má-li Y vlastnost (Hκ), má X vlastnost (Hκ).
(ii) Nechť X je Baire̊uv, nechť X =

⋃∞
n=0 Yn, kde Y0 je prvńı kategorie v X, Yn

pro n ≥ 1 maj́ı vlastnost (Hκ) a splňuj́ı podmı́nku (ii) z Lemmatu 3.5, pak X má
vlastnost (Hκ).
(iii) Nechť X =

⋃N
n=0 Yn, kde intY0 = ∅, Yn pro 1 ≤ n ≤ N maj́ı vlastnost (Hκ)

a splňuj́ı podmı́nku (ii) z Lemmatu 3.5, pak X má vlastnost (Hκ).
(iv) Má-li X vlastnost (Hκ), pak každá jeho neprázdná otevřená podmnožina má

vlastnost (Hκ).
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D̊ukaz. (i) Nechť E je úplně Hσ-aditivńı systém množin prvńı kategorie v X, jehož
mohutnost je nejvýš κ. Označme E ′ = {E ∩ Y | E ∈ E}. Pak E ′ je úplně Hσ-
aditivńı systém množin prvńı kategorie v Y , a tedy

⋃
E ′ má v Y prázdný vnitřek.

Protože
⋃
E ′ = Y ∩

⋃
E a Y je hustá v X, má i

⋃
E prázdný vnitřek.

(ii) Nechť E je úplně Hσ-aditivńı systém množin prvńı kategorie v X, jehož mo-
hutnost je nejvýš κ. Nechť n ≥ 1. Označme En = {E ∩ Yn | E ∈E}. Pak En je
úplně Hσ-aditivńı a protože Yn splňuj́ı podmı́nku (ii) z Lemmatu 3.5, maj́ı prvky
En prázdný vnitřek v Yn, a tedy (protože jsou to množiny Hσ) jsou prvńı kategorie
v Yn. Protože Yn má vlastnost (Hκ), má

⋃
En prázdný vnitřek v Yn, tedy je prvńı

kategorie v Yn, tedy i v X. A tedy
⋃
E⊂ Y0 ∪

⋃
n≥1

⋃
En je prvńı kategorie v X, a

protože X je Baire̊uv, má prázdný vnitřek. Tedy X má vlastnost (Hκ).
(iii) Označme Z =

⋃N
n=1 Yn. Postupnou aplikaćı Lemmatu 3.4.(ii) dokážeme, že

Z je Baire̊uv. Protože Yn pro 1 ≤ n ≤ N splňuj́ı podmı́nku (ii) z Lemmatu 3.5,
podle části (ii) má Z vlastnost (Hκ). Protože Z je hustá v X, podle části (i) má
X vlastnost (Hκ).
Tvrzeńı (iv) je zřejmé. �

Tvrzeńı 3.7. (i) Nechť X je Baire̊uv, nechť X =
⋃∞

n=1 Yn, kde Yn maj́ı vlastnost
(Hκ). Pak X má vlastnost (Hκ).
(ii) Nechť X =

⋃N
n=1 Yn, kde Yn maj́ı vlastnost (Hκ). Pak X má vlastnost (Hκ).

D̊ukaz. (i) Podle Lemmatu 3.6.(i) lze bez újmy na obecnosti předpokládat, že Yn

jsou uzavřené. Pak Yn = intYn ∪ bdYn, přitom je-li intYn 6= ∅, má vlastnost (Hκ)
a splňuje podmı́nku (iii) (a tedy i (ii)) z Lemmatu 3.5, a bdYn je ř́ıdká. Tedy
Y0 =

⋃∞
n=1 bdYn je množina prvńı kategorie. Tedy podle Lemmatu 3.6.(ii) má X

vlastnost (Hκ).
(ii) Podle Lemmatu 3.4.(ii) je X Baire̊uv, pak podle části (i) má vlastnost

(Hκ). �

Věta 3.8. Buď κ ≥ ℵ0.
(i) Je-li X dědičně Baire̊uv a X =

⋃∞
n=1 Yn, kde Yn jsou κ-PCP-prostory, pak

X je κ-PCP-prostor.
(ii) Je-li X =

⋃N
n=1 Yn, kde Yn jsou κ-PCP-prostory, pak X je κ-PCP-prostor.

D̊ukaz. Plyne okamžitě z Tvrzeńı 3.7 užitého na každou neprázdnou uzavřenou
pod- množinu X. �

Poznámky. (1) Je přirozená otázka, zda vlastnost být κ-PCP-prostorem je nějak
dědič- ná. Že se děd́ı na dědičně Baireovy SBPR-podmnožiny (t.j. na H-množiny),
ř́ıká Tvrzeńı 3.1. Př́ıklad 7.4 pak ukazuje, že se nemuśı dědit na všechny dědičně
Baireovy podprostory. ProtožeGδ podmnožina dědičně Baireova prostoru je dědičně
Baire̊uv prostor, nab́ıźı se otázka, zda totéž plat́ı pro κ-PCP-prostory. Pokud ano,
pak toto tvrzeńı lze snadno rozš́ı̌rit na dědičně Baireovy BPR-podmnožiny.
(2) Jinou otázkou je, zda pro vlastnosti (Sκ) resp. (Hκ) plat́ı analogie Kura-

towkého-Ulamovy věty, která ř́ıká, že součin dvou Baireových prostor̊u je Baire̊uv,
pokud jeden z nich má spočetnou pseudováhu.
(3) O tom, že součin dvou PCP-prostor̊u nemuśı být PCP-prostor, svědč́ı Př́ıklad

7.7, který ukazuje dva PCP-prostory, jejichž součin je prvńı kategorie v sobě.
(Ovšem žádný z nich nemá spočetnou pseudováhu.)
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V této kapitole definujeme podle [3, část 3] tř́ıdu dědičně Baireových prostor̊u
(dědič- ně t-Baireovy prostory), které, za předpokladu neexistence měřitelných
kardinál̊u, jsou PCP-prostory, což dokážeme podle [3, část 4] s využit́ım výsledk̊u
[4] a [8].
Je-liX topologický prostor, znač́ımeM(X) prostor všech nezáporných konečných

borelovských měr na X. Slabou topologíı na M(X) rozumı́me nejmenš́ı topologii
takovou, že zobrazeńı µ 7→ µ(X) je spojité naM(X) a pro každou G ⊂ X otevřenou
je zobrazeńı µ 7→ µ(G) zdola polospojité. Bázi této topologie tedy tvoř́ı množiny
tvaru {µ ∈ M(X), µ(X) < ε, µ(Gi) > δi, i = 1...n}, kde ε > 0, δi > 0, Gi ⊂ X jsou
otevřené pro i = 1...n. Je-li X Hausdorff̊uv, pak systém

F = {{µ ∈ M(X) | µ(X) < ε, µ(Gi) > δ, i = 1...n} |
Gi ⊂ X po dvou disjunktńı, ε > nδ, δ > 0}

tvoř́ı pseudobázi M(X). Pro µ ∈ M(X) znač́ı µ × ... × µ součinovou mı́ru defi-
novanou na součinové σ-algebře, (µ × ... × µ)∗ pak př́ıslušnou vněǰśı mı́ru defino-
vanou na všech podmnožinách X × ...×X. Mı́ra µ ∈ M(X) se nazývá Radonova,
pokud pro každou B ⊂ X borelovskou plat́ı: µ(B) = sup{µ(K) | K ⊂ B kom-
paktńı}; µ se nazývá τ -aditivńı, pokud pro každou B ⊂ X borelovskou plat́ı:
µ(B) = sup{µ(K) | K ⊂ B uzavřená} a nav́ıc pro každý systém G otevřených
množin v X splňuj́ıćı podmı́nku (G1, G2 ∈G ) ⇒ (∃G ∈G)(G ⊃ G1 ∪ G2), plat́ı:
µ(

⋃
G) = sup{µ(G) | G ∈G}. Prostor všech Radonových resp. τ -aditivńıch měr na

X znač́ımeMt(X) resp. Mτ (X). PakMt(X) je hustý vM(X) aMt(X) ⊂ Mτ (X).
Množinu Y ⊂ X nazveme µ-měřitelnou, kde µ ∈ M(X), existuj́ı-li A,B borelovské
v X, že A ⊂ Y ⊂ B a µ(A) = µ(B). Y ⊂ X se nazývá radonovsky resp. τ -
měřitelná, je-li µ-měřitelná pro každou µ ∈ Mt(X) resp. µ ∈ Mτ (X). Prostor X
se nazývá t-Baire̊uv, jestliže je Hausdorff̊uv a Mt(X) je druhé kategorie v sobě, X
se nazývá dědičně t-Baire̊uv, pokud každý jeho neprázdný uzavřený podprostor je
t-Baire̊uv.
Budeme potřebovat některé výsledky [4]:

Lemma 4.1. ( [4, Věta 2.1]) Buď X Hausdorff̊uv topologický prostor, M buď hustá
podmnožina M(X), n ≥ 1, A ⊂ Xn prvńı kategorie. Pak {µ ∈ M | (µ×...×µ)∗(A) >
0} je prvńı kategorie v M.

Lemma 4.2. ( [4, Věta 3.1]) Buď X Hausdorff̊uv topologický prostor, M buď hustá
podmnožina M(X), která je druhé kategorie v sobě, n ≥ 1, A ⊂ Xn množina
s Baireovou vlastnost́ı. Pak
(a) A je prvńı kategorie v Xn, právě když {µ ∈ M | (µ × ... × µ)∗(A) > 0} je

prvńı kategorie v M.
(b) A je druhé kategorie v Xn, právě když {µ ∈ M | (µ × ... × µ)∗(A) = 0} je

prvńı kategorie v M.

Typeset by AMS-TEX
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D̊ukaz. Implikace „⇒ ” části (a) je vlastně Lemma 4.1. Dále dokážeme implikaci
„⇒ ” části (b). Je-li A druhé kategorie, pak A = G M P , kde ∅ 6= G je otevřená a
P je prvńı kategorie v Xn. Buďte Vi, i = 1...n neprázdné otevřené v X takové, že∏n

i=1 Vi ⊂ G. Pak A ⊃ (
∏n

i=1 Vi) \ P , a podle Lemmatu 4.1 je množina C = {µ ∈
M, (µ× ...× µ)∗(P ) > 0} prvńı kategorie v M. Jest

{µ ∈ M | (µ× ...× µ)∗(A) = 0} ⊂ C ∪
n⋃

i=1

{µ ∈ M | µ(Vi) = 0},

přičemž množiny {µ ∈ M | µ(Vi) = 0} jsou uzavřené ř́ıdké v M (uzavřenost plyne
z definice slabé topologie, ř́ıdkost z toho, že každý prvek F obsahuje nějaké µ takové,
že µ(Vi) > 0), tedy pravá strana je prvńı kategorie.
Obrácené implikace obou část́ı plynou z již dokázaných a z toho, že M je druhé

kategorie v sobě. �

Důsledek 4.3. ( [4, Důsledek 3.5]) X buď Hausdorff̊uv topologický prostor takový,
že M(X) je druhé kategorie. Pak Xn je Baire̊uv pro každé n ≥ 1.

D̊ukaz. Buď ∅ 6= G ⊂ Xn otevřená. Zvolme Vi, i = 1...n neprázdné otevřené v X
takové, že

∏n
i=1 Vi ⊂ G. Pak

{µ ∈ M(X) | (µ× ...× µ)∗(G) = 0} ⊂
n⋃

i=1

{µ ∈ M(X) | µ(Vi) = 0},

kde pravá strana je prvńı kategorie v M(X) (podobně jako v d̊ukaze předešlého
lemmatu), tedy podle Lemmatu 4.2.(b) je G druhé kategorie v Xn. �

Lemma 4.4. ( [3, Tvrzeńı 3.3]) (i) Reziduálńı podprostor t-Baireova prostoru je
t-Baire̊uv.
(ii) Otevřená podmnožina t-Baireova prostoru je t-Baire̊uv prostor.

D̊ukaz. (i) Buď X t-Baire̊uv a Y ⊂ X reziduálńı. Definujme h : Mt(Y ) → Mt(X)
předpisem h(µ)(B) = µ(B ∩ Y ) pro µ ∈ Mt(Y ), B ⊂ X borelovskou. Pak h je
zřejmě topologické vnořeńı (t.j. homeomorfismus Mt(Y ) na sv̊uj obraz.) Protože
X je Baire̊uv (Důsledek 4.3), existuje Z ⊂ Y hustá Gδ-podmnožina X. Pak zřejmě
h(Mt(Y )) ⊃ {µ ∈ Mt(X) | µ(X \ Z) = 0}, což je podle Lemmatu 4.1 reziduálńı
podmnožina Mt(X), tedy Mt(Y ) je druhé kategorie.
(ii) Buď X t-Baire̊uv, Y ⊂ X otevřená. Položme S = {µ ∈ Mt(X) | µ(Ȳ \ Y ) =

0}. Pak S je reziduálńı v Mt(X). Nechť h : Mt(X) → Mt(Y ) je zobrazeńı, které
mı́̌re µ přǐrad́ı jej́ı restrikci na borelovské podmnožiny Y . Pak:
(1) h je spojitá v každém bodě S,
(2) D ⊂ Mt(Y ) hustá ⇒ S ∩ h−1(D) je hustá v S.
Ad (1): Buď µ0 ∈ S, buď W = {ν ∈ Mt(Y ) | ν(Y ) < β, ν(Ui) > αi, i = 1, ..., n},

kde β > 0, αi ≥ 0, Ui ⊂ Y otevřené pro i = 1, ..., n, okoĺı h(µ) v Mt(Y ). Pak
V = {ν ∈ Mt(X) | ν(Ȳ ) < β, ν(Ui) > αi, i = 1, ..., n} je otevřená v Mt(X) a
h(V ) ⊂ W a nav́ıc, protože µ0 ∈ S, je µ0 ∈ V .
Ad (2): Buď D hustá v Mt(X). Buď W = {ν ∈ S | ν(X) < β, ν(Ui) > αi, i =

1, ..., n}, kde β > 0, αi ≥ 0, Ui ⊂ X otevřené pro i = 1, ..., n, neprázdná otevřená
podmnožina S. Buď µ0 ∈ W a ε > 0 takové, že ε < β−µ0(X) a ε < µ0(Ui)−αi pro
i = 1, ..., n. Pak V = {ν ∈ Mt(Y ) | ν(Y ) < µ0(Y )+ε, ν(Y ∩Ui) > µ0(Y ∩Ui)−ε, i =
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1, ..., n} je otevřená v Mt(Y ), nav́ıc neprázdná, protože h(µ0) ∈ V . Tedy existuje
ν0 ∈ D∩V . Položme λ0(B) = ν0(B ∩Y )+µ0(B \ Ȳ ) pro B ⊂ X borelovskou. Pak
λ0 ∈ S ∩ h−1(D) ∩W . Tedy S ∩ h−1(D) je hustá v S.
Dále, pokud N je ř́ıdká v Mt(Y ), je h−1(N) prvńı kategorie v Mt(X). Ovšem,

položme D = Mt(Y ) \ N̄ . Pak D je otevřená hustá v Mt(Y ), tedy h−1(D) je
otevřená v Mt(X) a h−1(D) ∩ S je hustá v S. Tedy N ∩ S je ř́ıdká v S, tedy N
je prvńı kategorie v Mt(X). Tedy, kdyby Mt(Y ) bylo prvńı kategorie v sobě, bylo
by i Mt(X) = h−1(Mt(Y )) prvńı kategorie v sobě, což je spor. Tedy Mt(Y ) je
t-Baire̊uv. �

Lemma 4.5. Je-li X dědičně t-Baire̊uv a Y dědičně Baireova BPR-podmnožina
X, pak Y je dědičně t-Baire̊uv.

D̊ukaz. Buď F ⊂ Y relativně uzavřená. Pak F je Baire̊uv a má BP v F̄ , tedy
F = A ∪N , kde A je Gδ a N prvńı kategorie v F̄ . Protože F je hustá v F̄ , je N
prvńı kategorie v F . Protože F je Baire̊uv, je intF N = ∅, tedy A je hustá v F ,
tedy i v F̄ . Tedy F je reziduálńı v F̄ , tedy podle Lemmatu 4.4 t-Baire̊uv. �

Podle [7, II, Věta 17] jsou kompaktńı Hausdorffovy prostory t-Baireovy, tedy i
dědičně t-Bairovy. Z Lemmatu 4.4.(i) pak plyne, že každý čechovsky úplný pros-
tor (t.j. prostor, který je homeomorfńı Gδ-podmnožině Hausdorffova kompaktńıho
prostoru) je t-Baire̊uv. Protože uzavřený podprostor čechovsky úplného prostoru je
čechovsky úplný, jsou čechovsky úplné prostory dědičně t-Baireovy. To plat́ı i pro
obecněǰśı tř́ıdu prostor̊u - pro H-úplné prostory. Prostor nazveme H-úplným, je-li
homeomorfńı Hδ-podmnožině (t.j. spočetnému pr̊uniku H-množin) kompaktńıho
Hausdorffova prostoru. Je-li Y H-úplný, X jeho kompaktifikace, v ńıž je Y Hδ, pak
Y je reziduálńı v X, tedy t-Baire̊uv. A protože uzavřený podprostor H-úplného
prostoru je H-úplný, jsou H-úplné prostory dokonce dědičně t-Baireovy. Ještě
obecněji, prostory, které jsou reziduálńı v nějaké své kompaktifikaci (ekvivalentně,
které obsahuj́ı jako hustou podmnožinu čehovsky úplný prostor, t.j. skoro čechovsky
úplné prostory) jsou t-Baireovy. A tedy prostory, jejichž každý neprázdný uzavřený
podprostor je skoro čechovsky úplný, jsou dědičně t-Baireovy. Následuj́ıćı lemma,
které se dokazuje podobně jako Lemma 4.5 uvád́ı charakterizaci těchto prostor̊u.

Lemma 4.6. ( [1, Tvrzeńı 2]) Buď X úplně regulárńı. Pak je ekvivalentńı:
(i) X je dědičně Baire̊uv a má BPR v nějaké kompaktifikaci.
(ii) Každý neprázdný uzavřený podprostor X je skoro čechovsky úplný.
(iii) Každý neprázdný uzavřený podprostor X obsahuje jako hustou podmnožinu

H-úplný prostor.

Poznámka. (1) Ekvivalence (ii) ⇔ (iii) vlastně nedává nic nového, protože je
zřejmé, že prostor je skoro čechovsky úplný, právě když obsahuje H-úplný pros-
tor jako hustou podmnožinu.
(2) Je otázkou, zda každý (nebo alespoň každý úplně regulárńı) dědičně t-Baire̊uv

prostor již splňuje podmı́nku (i) předchoźıho Lemmatu. Př́ıklad 1.2 v [11] ukazuje
metrický t-Baire̊uv prostor, který nemá BP v žádné kompaktifikaci, avšak tento
prostor neńı dědičně Baire̊uv, a tedy ani dědičně t-Baire̊uv.
Daľśım naš́ım ćılem je dokázat, že dědičně t-Baireovy prostory jsou κ-PCP-

prostory pro κ menš́ı než nejmenš́ı {0, 1}-měřitelný kardinál. Připomeňme, že κ
je {0, 1}-měřitelný (krátce měřitelný), existuje-li netriviálńı σ-aditivńı mı́ra defino-
vaná na všech podmnožinách množiny mohutnosti κ, která nabývá hodnot jen 0
nebo 1 a je nulová na jednoprvkových množinách.
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Tvrzeńı 4.7. Buď X Baire̊uv prostor a E úplně Hσ-aditivńı systém množin prvńı
kategorie, který pokrývá X. Položme P =

⋃
{E×E,E ∈E}. Neńı-li P ř́ıdká v X×X,

je card E měřitelná.

D̊ukaz. Nechť P neńı ř́ıdká v X × X. Pak existuj́ı U, V neprázdné otevřené
podmnožiny X, že U × V ⊂ P̄ . Nejprve dokážeme, že U × U ⊂ P̄ .
Buďte W1,W2 neprázdné otevřené podmnožiny U . Dokážeme, že (W1 ×W2) ∩

P 6= ∅ Pro j = 1, 2 položme: Aj = V ∩
⋃
{E ∈E| E ∩ Wj = ∅}. Pak, protože

E je disjunktńı, je (Wj ∩ intAj) ∩ P = ∅. Protože však Wj × intAj je otevřená
podmnožina U × V a U × V ⊂ P̄ , je nutně intAj = ∅. Protože Aj jsou Hσ,
jsou prvńı kategorie v X, a protože X je Baire̊uv, je V \ (A1 ∪ A2) 6= ∅, tedy
existuje E ∈E, že E ∩ V \ (A1 ∪ A2) 6= ∅. Pak zřejmě E ∩Wj 6= ∅, j = 1, 2, tedy
P ∩ (W1 × W2) ⊃ (E × E) ∩ (W1 × W2) 6= ∅ pro každé W1,W2 ⊂ U neprázdné
otevřené, tedy U × U ⊂ P̄ .
Dále položme I= {J⊂E| int((

⋃
J) ∩ U) = ∅}. Pak I je σ-ideál (t.j. s každým

prvkem obsahuje všechny jeho podmnožiny a je uzavřený na spočené sjednoceńı),
což plyne z toho, že pro J⊂E je int((

⋃
J) ∩ U) = ∅, právě když (

⋃
J) ∩ U je prvńı

kategorie. A nav́ıc, pokud J1,J2 jsou disjunktńı podmnožiny E, pak buďJ1 ∈I nebo
J2 ∈I. Ovšem, buďte Wj = int((

⋃
Jj) ∩ U), j = 1, 2. Pak W1,W2 jsou otevřené

podmnožiny U a (W1 ×W2) ∩ P = ∅, protože E je disjunktńı. Tedy buď W1 nebo
W2 je prázdná, tedy J1 ∈I nebo J2 ∈I.
Pro J⊂E položme µ(J) = 0 pokud J∈I, µ(J) = 1, pokud J/∈I. Pak µ je

netriviálńı σ-aditivńı mı́ra na všech podmnožinách E, která je nulová na jedno-
prvkových množinách a nabývá hodnot 0 nebo 1. Tedy card E je měřitelná. �

Poznámka. Předchoźı tvrzeńı je obsaženo v d̊ukaze Lemmatu 4.6 v [3] (naše Tvrzeńı
4.10). Avšak zdá se, že samo o sobě má určitou hodnotu a plat́ı za slabš́ıch
předpoklad̊u než těch, které jsou obsaženy ve zněńı citovaného lemmatu.

Lemma 4.8. ( [3, Lemma 4.4]) Každá H-množina v topologickém prostoru X je
τ -měřitelná.

D̊ukaz. Buď µ ∈ Mτ (X). Nejprve dokážeme

(*) Je-li A ⊂ X a pro každé x ∈ A existuje U otevřené okoĺı x,

že A ∩ U je µ-měřitelná, pak A je µ-měřitelná.

Nechť je splněn předpoklad v (*). Pak existuje systém (Gi)i∈I otevřených
množin, že A ⊂

⋃
i∈I Gi a A ∩ Gi je µ-měřitelná pro každé i ∈ I. Protože µ

je τ -aditivńı, plat́ı:

µ(
⋃
i∈I

Gi) = sup{µ(
⋃
i∈K

Gi | K ⊂ I konečná}.

Tedy existuje J ⊂ I spočetná, že µ(
⋃

i∈I Gi) = µ(
⋃

i∈J Gi). Položme B =⋃
i∈J(A∩Gi). Pak B je µ-měřitelná, B ⊂ A a A\B ⊂ (

⋃
i∈I Gi)\ (

⋃
i∈J Gi), což je

µ-nulová množina, tedy A je µ-měřitelná.
Dále buď Z ⊂ X H-množina. Buď D polootevřený rozklad X takový, že Z je

sjednoceńım nějakého jeho podsystému. Pǐsme D= {Dα | α < κ}, kde
⋃

α≤β Dα

je otevřená pro každé β < κ. Dokážeme, že pro každé β ≤ κ je Z ∩
⋃

α<β Dα µ-
měřitelná. Pro β = 0 to zřejmě plat́ı. Nechť to plat́ı pro β < γ, kde 0 < γ ≤ κ.
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Je-li γ limitńı, pak podle (*) je Z ∩
⋃

α<γ Dα je µ-měřitelná. Je-li γ = β + 1, je
Z ∩

⋃
α<γ Dα = (Z ∩

⋃
α<β Dα) ∪ Fβ , kde Fβ = Dβ , pokud Dβ ⊂ Z, a Fβ = ∅,

pokud Dβ ⊂ X \ Z. V obou př́ıpadech je Fβ borelovská, tedy Z ∩
⋃

α<γ Dα je
µ-měřitelná. T́ım je d̊ukaz proveden. �

Lemma 4.9. (i) ( [8, Věta 6M(a)]) Buď X Hausdorff̊uv a µ ∈ Mt(X). Buď E
disjunktńı systém µ-nulových množin takový, že

⋃
E’ je µ-měřitelné pro každé E′ ⊂E.

Pak
⋃
E je µ-nulová množina.

(ii) ( [8, Tvrzeńı 7N(b)]) Buď X Hausdorff̊uv kompaktńı prostor, pro který c(X) ≤
ℵ0. Pak sjednoceńı každého úplně BP-aditivńıho systému množin prvńı kategorie v
X je prvńı kategorie.

Tvrzeńı 4.10. ( [3, Lemma 4.6]) Je-li X t-Baire̊uv a κ menš́ı než nejmenš́ı měřitelný
kardinál, pak X má vlastnost (Hκ).

D̊ukaz. Buď E úplně Hσ-aditivńı systém množin prvńı kategorie v X, mohutnosti
nejvýš κ. Nechť int

⋃
E6= ∅. Protože otevřený podprostor t-Baireova prostoru je t-

Baire̊uv (Lemma 4.4.(ii)), můžeme předpokládat
⋃
E= X. Položme P =

⋃
{E×E |

E ∈E}. Je-li µ ∈ Mt(X) a (µ×µ)∗(P ) = 0, pak pro každé E ∈E je (µ×µ)∗(E×E) =
0, tedy µ(E) = 0. Podle Lemmatu 4.8 je

⋃
E ′ µ-měřitelná množina pro každé

E ′ ⊂ E . Tedy podle Lemmatu 4.9.(i) je µ(X) = 0, tedy µ = 0. Pak podle Lemmatu
4.1 P neńı prvńı kategorie (jinak by totiž existovala 0 6= µ ∈ Mt(X), pro kterou
(µ × µ)∗(P ) = 0, protože Mt(X) je druhé kategorie v sobě), tedy speciálně neńı
ř́ıdká. Tedy podle Tvrzeńı 4.7 je κ měřitelný, což je spor. �

Věta 4.11. ( [3, Věta 4.1]) Je-li X dědičně t-Baire̊uv a κ menš́ı než nejmenš́ı
měřitelný kardinál, pak X je κ-PCP-prostor.

D̊ukaz. Plyne z Tvrzeńı 2.1 a Tvrzeńı 4.10 aplikovaného na každý uzavřený pod-
prostor X. �

Věta 4.12. Nechť κ0 je nejmenš́ı měřitelný kardinál.
(i) Je-li X t-Baire̊uv a πw(X) ≤ κ0, pak X má vlastnost (H).
(ii) Je-li X dědičně t-Baire̊uv prostor splňuj́ıćı jednu z podmı́nek

(a) X má těsnost menš́ı než κ0,
(b) πw(F ) ≤ κ0 pro každou ∅ 6= F ⊂ X uzavřenou,
(c) χ(X) ≤ κ0,
(d) X má silnou těsnost nejvýš κ0.

Pak X je PCP-prostor.

D̊ukaz. (i) Podle Tvrzeńı 4.10 X má vlastnost (Hκ) pro κ < κ0. Podle poznámky
za Tvrzeńım 2.4 pak X má vlastnost (H).
(ii) Podle Věty 4.11 je X κ-PCP-prostor pro κ < κ0. Podle Tvrzeńı 2.2 resp.

poznámky za Tvrzeńım 2.4 resp. Tvrzeńı 2.6 resp. Tvrzeńı 2.8 (podle toho, která
z podmı́nek (a)-(d) je splněna) je X PCP-prostor. �

Poznámky. (1) Podmı́nka (a) implikuje podmı́nku (d), tedy tvrzeńı pro (a) je
d̊usledkem tvrzeńı pro (d).
(2) Za předpokladu neexistence měřitelných kardinál̊u každý t-Baire̊uv prostor

má vlastnost (H) a každý dědičně t-Baire̊uv prostor je PCP-prostor.
Dále, následuj́ıce [3], dokážeme větu, která dává do souvislosti funkce f a f × f .

Je-li f : X → M , kde X je topologický prostor a M metrický, a je-li µ ∈ M(X),
řekneme, že f má µ-skoro separabilńı obor hodnot, existuje-li N ⊂ X µ-nulová
množina tak, že f(X \N) je separabilńı.
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Věta 4.13. ( [3, Věta 4.2]) Buď X dědičně t-Baire̊uv, M metrický prostor, f : X →
M . Pak podmı́nky
(a) f má PCP,
(b) f × f je prvńı H-tř́ıdy,
(c1) f je prvńı H-tř́ıdy,
(c2) f je BPR-měřitelná (t.j. f−1(G) má BPR pro každou G ⊂ M otevřenou),
(c3) f je µ-měřitelná (t.j. f−1(G) je µ-měřitelná pro každou G ⊂ M otevřenou)

pro každou µ ∈ Mt(X),
(c4) f má µ-skoro separabilńı obor hodnot pro každou µ ∈ Mt(X),
(c5) f � K má PCP pro každý K ⊂ X kompakt,
(d) pro každé ε > 0 množina {(x, y) | ρ(f(x), f(y)) < ε} je Hσ v X ×X, kde ρ

znač́ı metriku v M,
jsou v následuj́ıćım vztahu: (a)⇔ (b)⇔ (ci)&(d) pro i=1,. . .,5.

Lemma 4.14. ( [3, Lemma 4.8]) Buď X t-Baire̊uv a M metrický prostor, f : X →
M funkce splňuj́ıćı (c4) a (d) z Věty 4.13. Pak množina bod̊u spojitosti f je hustá
Gδ-podmnožina X.

D̊ukaz. Pro x ∈ X položme Of (x) = inf{diam f(U) | U okoĺı x}. Pak Of je shora
polospojitá a f je spojitá v bodě x, právě když Of (x) = 0. Protože {x ∈ X |
Of (x) = 0} je Gδ a X je Baire̊uv, stač́ı dokázat, že pro každé ε > 0 je množina
{x ∈ X | Of (x) ≤ ε} hustá v X, t.j. pro každou ∅ 6= U ⊂ X otevřenou existuje
∅ 6= V ⊂ U otevřená, že diam f(V ) ≤ ε.
Buď ε > 0, bez újmy na obecnosti předpokládejme U = X. Položme P =

{(x, y) | ρ(f(x), f(y)) < ε
2}. Buď µ ∈ Mt(X) taková, že (µ× µ)∗(P ) = 0. Protože

f má µ-skoro separabilńı obor hodnot, existuj́ı yn ∈ M,n = 1, 2, ..., že f(x) ∈⋃∞
n=1B(yn, ε

4 ) pro µ-skoro všechna x ∈ X. Tedy X \
⋃∞

n=1 f−1(B(yn, ε
4 )) je µ-

nulová množina. Protože f−1(B(yn, ε
4 )) × f−1(B(yn, ε

4 )) ⊂ P , je f−1(B(yn, ε
4 ))

rovněž µ-nulová množina. Tedy µ = 0. Podle Lemmatu 4.1 je P druhé kategorie,
a protože je zároveň Hσ, má neprázdný vnitřek. Tedy existuj́ı U, V neprázdné
otevřené podmnožiny X, že U × V ⊂ P . Zvolme x ∈ U libovolně. Jsou-li y, z ∈ V ,
pak ρ(f(y), f(z)) ≤ ρ(f(y), f(x)) + ρ(f(x), f(z)) < ε, tedy diam f(V ) ≤ ε a d̊ukaz
je proveden. �

Lemma 4.15. ( [3, Lemma 4.10]) Buď X topologický prostor, M metrický prostor,
f : X → M a µ ∈ M(X) splňuj́ıćı podmı́nku
(∗) pro každé ε > 0 a každou A ⊂ X borelovskou, pro nǐz µ(A) > 0, existuje

B ⊂ A borelovská, pro nǐz µ(B) > 0 a diam f(B) < ε.
Pak f má µ-skoro separabilńı obor hodnot.

D̊ukaz. Nejprve dokážeme, že pro každé ε > 0 existuje Bε disjunktńı spočetný
systém borelovských množin takový, že µ(

⋃
Bε) = µ(X) a pro B ∈Bε je µ(B) > 0

a
diam f(B) < ε. Buď totiž Bε maximálńı disjunktńı systém borelovských podmnožin
X, že pro B ∈Bε plat́ı µ(B) > 0 a diam f(B) < ε. Protože µ je konečná, je Bε

spočetný, a z podmı́nky (∗) plyne µ(
⋃
Bε) = µ(X).

Nyńı položme N =
⋃∞

n=1(X \
⋃
B 1

n
) a S = f(X \ N). Pak µ(N) = 0 a S je

separabilńı, protože pro každé n je {f(B) | B ∈B 1
n
} spočetné pokryt́ı S množinami

o pr̊uměru < 1
n . Tedy f má µ-skoro separabilńı obor hodnot. �



4. t-BAIREOVY PROSTORY 27

Lemma 4.16. ( [3, Lemma 4.11]) Buď X Hausdorff̊uv prostor, M metrický prostor
a f : X → M splňuj́ıćı podmı́nku (d) Věty 4.13. Pak podmı́nky (ci), i = 1, ...5,
Věty 4.13 jsou v následuj́ıćım vztahu: (c1)⇒ (c2)⇒ (c3)⇔ (c4)⇔ (c5).

D̊ukaz. (c1)⇒ (c2) plyne z toho, že každá Hσ-množina má BPR.
(c2) ⇒ (c4) Buď µ ∈ Mt(X). Podle Lemmatu 4.15 stač́ı dokázat, že plat́ı (∗).

Buď tedy ε > 0 a A ⊂ X borelovská, aby µ(A) > 0. Protože µ je Radonova,
existuje ∅ 6= K ⊂ A kompaktńı, na němž je µ kladná (t.j. µ(U) > 0 pro každou
U neprázdnou relativně otevřenou podmnožinu K). Pak c(K) ≤ ℵ0. Buď G σ-
disjunktńı (t.j. G=

⋃∞
n=1Gn, kde Gn jsou disjunktńı) otevřené pokryt́ı M množinami

o pr̊uměru < ε
3 . Položme E= {f−1(G) ∩K | G ∈G}. Pak podle Lemmatu 4.9.(ii)

existuje G ∈G, že E = K ∩ f−1(G) je druhé kategorie v K.
Zvolme y ∈ f(E), pak H = f−1(B(y, ε

3 )) ∩G obsahuje E (protože diam f(E) <
ε
3 ), a tedy je druhé kategorie v K. Nav́ıc, zvoĺıme-li x ∈ E tak, aby f(x) = y, pak
množina f−1(B(y, ε

3 )) je řez množiny {(z, z′) | ρ(f(z), f(z′)) < ε
3} v bodě x, a tedy

je Hσ. Tedy H je Hσ v K, tedy má neprázdný vnitřek. Položme B = intK H. Pak
µ(B) > 0, B ⊂ A a diam f(B) < ε.
(c3)⇒ (c4) Dokážeme v́ıc: je-li µ ∈ Mt(X) a f je µ-měřitelná, pak f má µ-skoro

separabilńı obor hodnot. Opět stač́ı dokázat, že plat́ı podmı́nka (∗) z Lemmatu 4.15.
Buď ε > 0 a A ⊂ X borelovská, pro niž µ(A) > 0. Buď G σ-disjunktńı otevřené
pokryt́ı M množinami o pr̊uměru < ε. Položme E= {f−1(G) ∩ A,G ∈G}. Pak
podle Lemmatu 4.9.(i) existuje G ∈G, že f−1(G) ∩A neńı µ-nulová, tedy obsahuje
borelovskou množinu B, pro niž µ(B) > 0. Protože diam f(B) ≤ diamG < ε, je B
hledaná množina.
(c4) ⇒ (c5) Buď K ⊂ X kompaktńı, pak f � K splňuje (c4) a (d), tedy po-

dle Lemmatu 4.14 má bod spojitosti. Protože uzavřená podmnožina kompaktu je
kompaktńı, má f � K PCP.
(c5) ⇒ (c3) Buď µ ∈ Mt(X), K ⊂ X kompaktńı. Pak f � K má PCP, a tedy

podle Věty 1.3 je prvńı H-tř́ıdy, tedy podle Lemmatu 4.8 je µ-měřitelná. Protože
µ je Radonova, je nesena spočetným sjednoceńım kompaktńıch množin, a tedy f je
µ-měřitelná. �

D̊ukaz Věty 4.13. (a)⇒ (b) plyne z Tvrzeńı 1.8.(ii).
(b)⇒ (c1)&(d) je zřejmé.
Nyńı předpokládejme (d). Podle Lemmatu 4.16 máme (c1) ⇒ (c2) ⇒ (c3) ⇔

(c5)⇔ (c4) a podle Lemmatu 4.14 je (c4)⇒ (a). T́ım je d̊ukaz proveden. �

Tvrzeńı 4.17. Buď X dědičně t-Baire̊uv, κ nekonečný kardinál. Pak je ekviva-
lentńı:
(i) X je κ-PCP-prostor.
(ii) Je-li E úplně Hσ-aditivńı systém pokrývaj́ıćı X, jehož mohutnost je nejvýš κ,

pak P =
⋃
{E × E | E ∈E} je Hσ v X ×X.

D̊ukaz. (i) ⇒ (ii) Buď E jako v (ii). Buď M =E s diskrétńı metrikou. Pro x ∈ X
položme f(x) = E, pokud x ∈ E. Pak f je prvńı H-tř́ıdy, tedy má PCP, tedy podle
Věty 4.13. (a)⇒ (d) pro ε = 1 je P množina Hσ v X ×X.
(ii) ⇒ (i) Buď M diskrétńı metrický prostor mohutnosti κ, f : X → M funkce

prvńı H-tř́ıdy. Pak E= {f−1(x), x ∈ M} je úplně Hσ-aditivńı systém mohutnosti
nejvýš κ pokrývaj́ıćı X. Buď P jako v (ii). Pak
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{(x, y) | ρ(f(x), f(y)) < ε} =
{

P ε ≤ 1,
X ×X ε > 1,

v každém př́ıpadě je Hσ. Tedy podle Věty 4.13. (c1)&(d)⇒ (a) má f PCP. Tedy
podle Tvrzeńı 2.1 je X κ-PCP-prostor. �

Poznámky. (1) Implikace (i) ⇒ (ii) v předchoźım tvrzeńı plat́ı i za předpokladu,
že X je jen dědičně Baire̊uv.
(2) Z předchoźıho tvrzeńı a z Věty 4.11 plyne, že pro κ menš́ı než nejmenš́ı

měřitelný kardinál je (ii) splněno pro každý dědičně t-Baire̊uv prostor. Věta 4.12
pak dává, že pokud X je dědičně t-Baire̊uv a splňuje jednu z podmı́nek (a)-(d),
splňuje (ii) pro každé κ

Důsledek 4.18. Je-li X dědičně t-Baire̊uv a X × X dědičně Baire̊uv (speciálně
je-li X H-úplný), je-li M metrický prostor, f : X → M , pak f × f je prvńı H-tř́ıdy,
právě když má PCP.

D̊ukaz. Má-li f×f PCP, je prvńı H-tř́ıdy podle Věty 1.3. Je-li f×f prvńı H-tř́ıdy,
pak podle Věty 4.13 f má PCP a podle Tvrzeńı 1.8.(iii) f × f má PCP. �

Poznámka 4.19. Označme P (X) resp. Pt(X) resp. Pτ (X) podprostor M(X)
resp. Mt(X) resp. Mτ (X) tvořený pravděpodobnostńımi mı́rami. Protože zřejmě
Mt(X)\{0} je homeomorfńı s Pt(X)×(0,∞), plyne z Kuratowského-Ulamovy věty
([6, Věta 15.3]), že X je t-Baire̊uv, právě když Pt(X) je druhé kategorie v sobě.
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Prostor (X, T ) nazveme α-favorabilńı, pokud existuje τ : T \ {∅} → T \ {∅}
takové, že τ(G) ⊂ G pro každé G, a kdykoli Gn, n ∈ N je posloupnost neprázdných
otevřených množin splňuj́ıćı Gn+1 ⊂ τ(Gn) pro každé n ∈ N, pak

⋂
n∈N Gn 6= ∅.

Prostor nazveme slabě α-favorabilńı, pokud existuje σ :
⋃

n∈N(T \ {∅})n → T \ {∅}
takové, že σ(G1, ..., Gn) ⊂ Gn pro každou n-tici G1, ..., Gn, a nav́ıc kdykoli Gn, n ∈
N je posloupnost otevřených množin splňuj́ıćı Gn+1 ⊂ σ(G1, ..., Gn) pro každé
n ∈ N, pak

⋂
n∈N Gn 6= ∅. Prostor nazveme dědičně (slabě) α-favorabilńı, jestliže

každý jeho neprázdný uzavřený podprostor je (slabě) α-favorabilńı.
Pokud jde o motivaci zavedeńı pojmu slabě α-favorabilńıch prostor̊u a př́ıklady

těchto prostor̊u, odkazujeme na [8,7H a 7K].
Zřejmě každý α-favorabilńı prostor je slabě α-favorabilńı a snadno se ověř́ı,

že každý slabě α-favorabilńı prostor je Baire̊uv a že libovolný součin (slabě) α-
favorabilńıch prostor̊u je (slabě) α-favorabilńı.
Každý skoro čechovsky úplný prostor je α-favorabilńı. Čechovsky úplné prostory

(i H-úplné prostory i dědičně Baireovy prostory maj́ıćı BPR v nějaké kompakti-
fikaci (Lemma 4.6)) jsou tedy dědičně α-favorabilńı. Pro tyto prostory však tvrzeńı
této kapitoly nejsou zaj́ımavá, protože jsou d̊usledky mnohem obecněǰśıch tvrzeńı
z kapitol 4 a 6.

Lemma 5.1. Buď X = (X, T ) slabě α-favorabilńı prostor a E úplně SBP-aditivńı
systém množin prvńı kategorie v X, jehož mohutnost je neměřitelná. Je-li ∅ 6= G ⊂⋃
E otevřená, pak card{E ∈ E | E ∩G 6= ∅} ≥ 2ℵ0 .

D̊ukaz. Nejprve si uvědomı́me, že plat́ı:

(*) ∅ 6= G ⊂
⋃
E otevřená ⇒

(∃E0, E1 ⊂ E)(E0 ∩ E1 = ∅& int(G ∩
⋃
Ei) 6= ∅ pro i = 0, 1).

Ovšem, neboť N = {E ′ ⊂ E | int(G ∩
⋃
E ′) = ∅} je vlastńı σ-ideál na E obsahuj́ıćı

jednoprvkové množiny, a je-li card E neměřitelná, existuj́ı E0, E1 ⊂ E disjunktńı, z
nichž ani jedna neńı prvkem N , což je přesně tvrzeńı (*).
Dále, σ :

⋃
n∈N(T \ {∅})n → T \ {∅} buď zobrazeńı svědč́ıćı, že X je slabě α-

favorabilńı. Buď E a G jako ve zněńı lemmatu. Pro s ∈ 2<ω sestroj́ıme Gs ⊂ G
otevřené neprázdné a Es ⊂ E , že polož́ıme-li Hs = σ(Gs�0, ..., Gs), plat́ı:
(i) Es∩0 ∩ Es∩1 = ∅, Es∩0 ∪ Es∩1 = Es,
(ii) int(Hs ∩

⋃
Es∩i) 6= ∅ pro i = 0, 1,

(iii) Gs∩i = int(Hs ∩
⋃
Es∩i)) pro i = 0, 1.

Položme E∅ = E , G∅ = G. Máme-li Es, Gs splňuj́ıćı (i)-(iii) zkonstruovány
pro l(s) ≤ n, volme libovolně s ∈ 2<ω, l(s) = n. Pak podle (iii) je Gs ⊂

⋃
Es,

tedy i Hs ⊂
⋃
Es, tedy podle (*) existuj́ı Es∩0, Es∩1 disjunktńı podmnožiny Es,

jejichž sjednoceńım je Es tak, že int(Hs ∩
⋃
Es∩i) 6= ∅ pro i = 0, 1. Položme
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Gs∩i = int(Hs ∩
⋃
Es∩i) pro i = 0, 1. Takto zkonstruujeme Es, Gs pro l(s) ≤ n+ 1

opět splňuj́ıćı (i)-(iii).
Nyńı pro α ∈ 2ω položme Eα =

⋂
n∈N Eα�n. Podle (i) jsou tato Eα po dvou

disjunktńı. Dále Gα�n ⊂
⋃
Eα�n a nav́ıc Gα�n+1 ⊂ σ(Gα�0, ..., Gα�n) pro každé n,

a tedy
⋂

n∈N Gα�n 6= ∅, tedy Eα 6= ∅, tedy card{E ∈ E | E ∩G 6= ∅} ≥ 2ℵ0 . �

Tvrzeńı 5.2. Buď κ > ℵ0, buď X = (X, T ) slabě α-favorabilńı prostor, který má
vlastnost (Sτ ) pro τ < κ, ale nemá vlastnost (Sκ). Neńı-li κ slabě nedosažitelný,
pak κ = κω.

D̊ukaz. Buď E úplně SBPR-aditivńı systém množin prvńı kategorie v X, jehož
mohutnost je κ a jehož sjednoceńı má neprázdný vnitřek. Z Lemmatu 2.10 plyne,
že

(*) ∅ 6= G ⊂
⋃
E otevřená ⇒ (∃Eξ ⊂ E , ξ < κ)

(Eξ jsou po dvou disjunktńı a int(G ∩
⋃
Eξ) 6= ∅ pro ξ < κ).

Buď σ :
⋃

n∈N(T \ {∅})n → T \ {∅} zobrazeńı svědč́ıćı, že X je slabě α-favorabilńı.
Podobně jako v d̊ukaze Lemmatu 5.1 sestroj́ıme pro s ∈ κ<ω neprázdné otevřené
množiny Gs ⊂ G = int

⋃
E a Es ⊂ E , aby, polož́ıme-li Hs = σ(Gs�0, ..., Gs), platilo:

(i) (Es∩ξ)ξ<κ je disjunktńı rozklad Es,
(ii) int(Hs ∩

⋃
Es∩ξ) 6= ∅ pro ξ < κ,

(iii) Gs∩ξ = int(Hs ∩
⋃
Es∩ξ)) pro ξ < κ.

Opět polož́ıme Eα =
⋂

n∈N Eα�n pro α ∈ κω a stejně dokážeme, že Eα jsou po
dvou disjunktńı a všechny neprázdné, tedy κ = card E ≥ κω. �

Věta 5.3. (i) Je-li X slabě α-favorabilńı, pak má vlastnost (Sκ) pro κ < 2ℵ0 .
(ii) Je-li X dědičně slabě α-favorabilńı, pak X je κ-PCP-prostor pro κ < 2ℵ0 .

D̊ukaz. Tvrzeńı (i) plyne z Lemmatu 5.1 a tvrzeńı (ii) z tvrzeńı (i) a Tvrzeńı 2.1. �

Věta 5.4. (i) Je-li X slabě α-favorabilńı a πw(X) ≤ 2ℵ0 , pak X má vlastnost (S).
(ii) Je-li X dědičně slabě α-favorabilńı a je-li splněna jedna z podmı́nek

(a) X má těsnost < 2ℵ0 ,
(b) πw(F ) ≤ 2ℵ0 pro každou ∅ 6= F ⊂ X uzavřenou,
(c) χ(X) ≤ 2ℵ0 ,
(d) X má silnou těsnost ≤ 2ℵ0 ,

je X PCP-prostor.

D̊ukaz. (i) Podle Věty 5.3.(i) má X vlastnost (Sκ) pro κ < 2ℵ0 , podle Tvrzeńı 2.4
má pak vlastnost (S).
(ii) Podle Věty 5.3.(ii) je X κ-PCP-prostor pro κ < 2ℵ0 , podle Tvrzeńı 2.2

resp. 2.4 resp. 2.6 resp 2.8 (podle toho, která z podmı́nek (a)-(d) je splněna) je X
PCP-prostor. �

Věta 5.5. (i) Je-li X slabě α-favorabilńı a c(X) < 2ℵ0 , pak X má vlastnost (Sκ)
pro κ menš́ı než nejmenš́ı slabě nedosažitelný kardinál.
(ii) Je-li X dědičně slabě α-favorabilńı a c(F ) < 2ℵ0 pro každou ∅ 6= F ⊂ X

uzavřenou, pak X je κ-PCP-prostor pro κ menš́ı než nejmenš́ı slabě nedosažitelný
kardinál.
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D̊ukaz. (i) Nechť κ je nejmenš́ı kardinál takový, že X nemá vlastnost (Sκ), a nechť
κ je menš́ı než nejmenš́ı slabě nedosažitelný kardinál. Podle Věty 5.3.(i) je κ ≥ 2ℵ0 ,
podle Lemmatu 2.10 je κ ≤ c(X), což je spor.
Tvrzeńı (ii) plyne okamžitě z (i) a Tvrzeńı 2.1. �

Věta 5.6. Nechť κ0 je nejmenš́ı slabě nedosažitelný kardinál.
(i) Je-li X slabě α-favorabilńı a c(X) < 2ℵ0 a πw(X) ≤ κ0, pak X má vlastnost

(S).
(ii) Je-li X dědičně slabě α-favorabilńı a c(F ) < 2ℵ0 pro každou ∅ 6= F ⊂ X

uzavřenou, a je-li splněna jedna z podmı́nek
(a) X má těsnost < κ0,
(b) πw(F ) ≤ κ0 pro každou ∅ 6= F ⊂ X uzavřenou,
(c) χ(X) ≤ κ0,
(d) X má silnou těsnost ≤ κ0,

pak X je PCP-prostor.

D̊ukaz. (i) Podle Věty 5.5.(i) má X vlastnost (Sκ) pro κ < κ0, podle Tvrzeńı 2.4
má X vlastnost (S).
(ii) Podle Věty 5.5.(ii) je X κ-PCP-prostor pro κ < κ0. Podle Tvrzeńı 2.2 resp.

2.4 resp. 2.6 resp. 2.8 (podle toho, která z podmı́nek (a)-(d) je splněna) je pak X
PCP-prostor. �

Poznámky. (1) Opět ve Větách 5.4 a 5.6 podmı́nka (a) implikuje podmı́nku (d),
tedy tvrzeńı pro (a) je speciálńım př́ıpadem tvrzeńı pro (d).
(2) Za hypotézy kontinua Věty 5.3 až 5.6 nedávaj́ı nic nového. Věta 5.3 pak ř́ıká

pouze, že slabě α-favorabilńı prostory jsou Baireovy a dědičně slabě α-favorabilńı
prostory jsou dědičně Baireovy. Věty 5.4 až 5.6 jsou pak d̊usledkem tvrzeńı 2. kapi-
toly. Avšak za negace hypotézy kontinua dostáváme, že dědičně slabě α-favorabilńı
prostory jsou ℵ1-PCP-prostory, a maj́ı-li těsnost ≤ ℵ1 (charakter ≤ ℵ2,. . .), jsou
to PCP-prostory; a že dědičně slabě α-favorabilńı prostory splňuj́ıćı c(F ) ≤ ℵ1 pro
každou ∅ 6= F ⊂ X uzavřenou a jednu z podmı́nek (a)-(d) ve Větě 5.6.(ii) jsou
PCP-prostory.
(3) Věty 5.4.(i) a 5.4.(ii)(b) jsou také d̊usledkem Věty 7J(a) v [8], která za těchže

předpoklad̊u jako Věta 5.4.(i) uvád́ı silněǰśı tvrzeńı, jehož si všimneme v 6.kapitole.
Věta 5.3, jakož ani Věta 5.4.(ii)(a), (c), (d), však d̊usledkem této věty neńı.
(4) Za předpokladu neexistence slabě nedosažitelných kardinál̊u jsou všechny

dědičně slabě α-favorabilńı prostory splňuj́ıćı c(F ) < 2ℵ0 pro každou ∅ 6= F ⊂ X
uzavřenou PCP-prostory. Za hypotézy kontinua je to d̊usledkem tvrzeńı kapitoly
2, nebo také Věty 7J(b) v [8], nikoli však za jej́ı negace.
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Buď X topologický prostor, N nějaký ideál podmnožin X. Řekneme, že N je
lokalizovatelný, splňuje-li podmı́nku

(∀A ⊂ X)[(∀x ∈ A)(∃G ⊂ X)(G otevřená, x ∈ G, G ∩A ∈ N )⇒ A ∈ N ].

Snadno ověř́ıme, že ideál všech ř́ıdkých množin je lokalizovatelný. Banach̊uv lokalizačńı
princip pak ř́ıká, že σ-ideál všech množin prvńı kategorie v X je lokalizovatelný. Je-
li N ideál, znač́ıme Nσ j́ım generovaný σ-ideál. Jsou-li N ,M dva ideály, znač́ıme
N ∨M ideál generovaný N ∪M.
Lemma 6.1. Buď (X, T ) topologický prostor, N lokalizovatelný ideál, S ideál
ř́ıdkých množin v X. Položme R = {G \N | G ∈ T , N ∈ N}. Pak

(a) (N ∨ S)σ je lokalizovatelný;
(b) R je topologie.

Pokud nav́ıc T ∩ (N ∨ S) = {∅}, pak
(c) A ⊂ X je R-ř́ıdká, právě když A ∈ N ∨ S, je-li S ⊂ N , pak nav́ıc

každá R-ř́ıdká množina je R-uzavřená;
(d) (X,R) je Baire̊uv, právě když T ∩ (N ∨S)σ = {∅}, je-li nav́ıc S ⊂ N ,

je (X,R) dědičně Baire̊uv;
(e) je-li N ⊂ Sσ, pak A ⊂ X má T -BP, právě když má R-BP;
(f) je-li N ⊂ S, pak T \{∅} tvoř́ı pseudobázi R, tedy speciálně πw(X,R) =

πw(X, T ), nav́ıc A ⊂ X má T -SBP, právě když má R-SBP;
(g) je-li N ⊂ S a (X, T ) je (slabě) α-favorabilńı, pak (X,R) je (slabě)

α-favorabilńı;
(h) c(X, T ) = c(X,R).

D̊ukaz. (a) Označme M = (N ∨ S)σ. Buď A ⊂ X taková, že pro každé x ∈ A
existuje G ∈ T , že x ∈ G a G ∩ A ∈ M. Buď G maximálńı disjunktńı systém
otevřených množin takový, že pro každé G ∈ G je ∅ 6= G∩E ∈M. Pak R = A\

⋃
G

je ř́ıdká, (což plyne z předpokladu na A a z maximality G), a tedy je prvkem M.
Dále pro G ∈ G buď A ∩ G =

⋃
n∈N NG,n, kde NG,n ∈ N ∨ S. Protože N ∨ S je

zřejmě lokalizovatelný, je Nn =
⋃

G∈G NG,n prvek N ∨ S, tedy A = R ∪
⋃

n∈N Nn

je prvekM.
(b) Zřejmě ∅, X ∈ R. Nav́ıc, protože N je ideál, je R uzavřená na konečné

pr̊uniky. Zbývá dokázat uzavřenost na libovolné sjednoceńı. Nechť Ri, i ∈ I jsou
prvky R. Pak Ri = Gi \ Ni, kde Gi ∈ T , Ni ∈ N . Položme G =

⋃
i∈I Gi,

N = G \
⋃

i∈I Ri. Pak G ∈ T . Buď x ∈ N . Pak existuje i ∈ I, že x ∈ Gi. Pak
Gi∩N ⊂ Ni, tedy (protože N je lokalizovatelný) je N ∈ N . Tedy

⋃
i∈I Ri = G\N

je prvek R.
Dále předpokládejme, že (S ∨ N ) ∩ T = {∅}.
(c) Je-li A ∈ N ∨ S, pak A = N ∪ S, kde N ∈ N a S ∈ S. Zřejmě ĀR =

N ∪ S̄R ⊂ N ∪ S̄T . Je-li G ∈ T , P ∈ N a G \P ⊂ ĀR, pak G ⊂ P ∪N ∪ S̄T , tedy
G ∈ N ∨ S, tedy G = ∅, tedy intR ĀR = ∅, tedy A je R-̌ŕıdká.
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Obráceně, nechť A je R-̌ŕıdká. Pak existuje H ∈ R, H ⊂ X \ A taková, že H
je R-hustá v X. Tedy H = G \N , kde G ∈ T , N ∈ N . Pak G je T -hustá v X a
A ⊂ N ∪ (X \G) je prvkem N ∨ S.
Zbývaj́ıćı část tvrzeńı plyne z toho, že každý prvek N je R-uzavřený.
(d) Podle (c) je A ⊂ X množina R-prvńı kategorie, právě když A ∈ (N ∨ S)σ.

Pokud existuje G ∈ (T \{∅})∩ (N ∨S)σ, pak G ∈ R\{∅} a G je R-prvńı kategorie,
tedy (X,R) neńı Baire̊uv. Naopak, neńı-li (X,R) Baire̊uv, existuje H ∈ R \ {∅},
která je R-prvńı kategorie, tedy H ∈ (N ∨ S)σ. Podle definice H = G \ N , kde
G ∈ T , N ∈ N , pak G ∈ (N ∨ S)σ.
Nyńı nechť S ⊂ N . Buď F ⊂ X R-uzavřená. Pak F = intR F ∪ bdR F , kde

intR F je R-otevřená, a tedy je Baire̊uv prostor. Každá podmnožina bdR F je R-
ř́ıdká, tedy podle (c) uzavřená, tedy bdR F je diskrétńı, a tedy Baire̊uv prostor.
Podle Lemmatu 3.4.(ii) je F Baire̊uv prostor.
(e) Nechť A ⊂ X má T -BP. Pak existuj́ı G ∈ T a N ∈ Sσ, že A = G M N .

Protože G ∈ R a podle (c) je N množina R-prvńı kategorie, tedy A má R-BP.
Obráceně, nechť A ⊂ X má R-BP. Tedy A = G M N , kde G ∈ R a N ∈ Sσ.

Dále G = H \ P , kde H ∈ T a P ∈ N . Tedy A = (H \ P ) M N , tedy má T -BP
(f) Je-li G ∈ R\ {∅}, pak G = H \N , kde H ∈ T \ {∅} a N ∈ N , speciálně N je

T -̌ŕıdká, tedy intT (H \N) 6= ∅, což dokazuje, že T \ {∅} je pseudobáze R. Odtud
okamžitě plyne rovnost pseudovah.
Má-li A T -SBP, má zřejmě i R-SBP. Obráceně, nechť A ⊂ X má R-SBP. Pak

A = G∪N , kde G ∈ R a N ∈ Sσ. Podle definice je G = H\P , kde H ∈ T a P ∈ N .
Speciálně P je T -̌ŕıdká, a tedy P ∩ H je T -̌ŕıdká v H, tedy K = intT (H \ P ) je
T -hustá v H, tedy G \K je T -̌ŕıdká. Protože A = K ∪ (G \K)∪N , má A T -SBP.
(g) Podle (f) je T \{∅} pseudobáźı pro R. Tedy existuje φ : R\{∅} → T \{∅}, že

φ(G) ⊂ G pro každé G. Je-li (X, T ) α-favorabilńı a τ : T \{∅} → T \{∅} zobrazeńı
o tom svědč́ıćı, pak τ ◦ φ je takové zobrazeńı pro (X,R).
Je-li (X, T ) slabě α-favorabilńı a σ :

⋃
n∈N(T \ {∅})n → T \ {∅} zobrazeńı o tom

svědč́ıćı, je σ′ definované předpisem σ′(G1, ..., Gn) = σ(φ(G1), ..., φ(Gn)) takovým
zobrazeńım pro (X, T (N )) (pokud Gn ∈ R pro n ∈ N tak, že Gn+1 ⊂ σ′(G1, ..., Gn)
pro každé n, pak φ(Gn+1) ⊂ σ(φ(G1), ..., φ(Gn)) pro všechna n, tedy

⋂
n∈N Gn ⊃⋂

n∈N φ(Gn) 6= ∅).
(h) Že c(X, T ) ≤ c(X,R) je zřejmé, neboť T ⊂ R. Obráceně, jsou-li G1, G2 ∈ R

disjunktńı a Gi = Hi \ Ni, kde Hi ∈ T , Ni ∈ N pro i = 1, 2, pak H1 ∩ H2 ⊂
(G1 ∩ G2) ∪ N1 ∪ N2 = N1 ∪ N2, tedy H1 ∩ H2 = ∅. Proto, jsou-li (Gi)i∈I po
dvou disjunktńı prvky R, existuj́ı Hi ∈ T , Hi ⊃ Gi tak že (Hi)i∈I jsou po dvou
disjunktńı. Jinými slovy, c(X,R) ≤ c(X, T ). Vid́ıme, že mı́sto T ∩ (N ∨ S) = {∅}
by stačilo předpokládat T ∩ N = ∅. �

Poznámka. Z Lemmatu 2O v [8] plyne, že v (g) lze (pro slabě α-favorabilńı prostory)
nahradit podmı́nkuN ⊂ S podmı́nkouN ⊂ Sσ. Důkaz je ovšem poněkud složitěǰśı.
Protože se budeme bĺıže zabývat topologiemi, které vzniknou zp̊usobem pop-

saným v předchoźım lemmatu, zavedeme nějaké značeńı. Je-li (X, T ) topologický
prostor, Y ⊂ X a P nějaký systém podmnožin X, znač́ıme

PY = {P ∩ Y, P ∈ P},

speciálně tedy TY je topologie podprostoru na Y . Dále S(T ) či krátce S budeme
rozumět ideál všech ř́ıdkých podmnožin X, Sσ(T ) resp. Sσ pak σ-ideál množin
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prvńı kategorie. Je-li N nějaký lokalizovatelný ideál podmnožin X, pak T (N )
znač́ıme topologii R definovanou v předchoźım lemmatu.
Z předchoźıho lemmatu rovněž plyne, že pokud (X, T ) je Baire̊uv, je (X, T (Sσ))

dědičně Baire̊uv a nav́ıc oba prostory maj́ı tytéž množiny prvńı kategorie i množiny
s Baireovou vlastnost́ı. Nav́ıc, protože v (X, T (Sσ)) jsou všechny množiny prvńı
kategorie uzavřené, jsou všechny množiny s BP již H-množiny. To nás vede k následuj́ıćı
definici:
Řekneme, že topologický prostor X má vlastnost (Bκ), kde κ je nekonečný

kardinál, pokud sjednoceńı každého úplně BP-aditivńıho systému množin prvńı
kategorie v X, jehož mohutnost je nejvýš κ, je prvńı kategorie v X. Řekneme, že
X má vlastnost (B), má-li vlastnost (Bκ) pro každé κ.

Lemma 6.2. Buď (X, T ) Baire̊uv prostor, N ⊂ Sσ buď lokalizovatelný ideál, κ
buď nekonečný kardinál. Pak:
(i) (X, T ) má vlastnost (Bκ), právě když ji má (X, T (N )).
(ii) Má-li (X, T (Sσ)) vlastnost (Hκ), má (X, T ) vlastnost (Bκ).
(iii) Má-li (X, T ) vlastnost (Bκ) a je-li N ⊃ S, je (X, T (N )) κ-PCP-prostor.

D̊ukaz. Tvrzeńı (i) plyne z toho, že oba prostory maj́ı stejné množiny prvńı kate-
gorie i množiny s Baireovou vlastnost́ı (podle (c) a (e) v Lemmatu 6.1.)
(ii) Je-li E úplně BP-aditivńı systém množin prvńı kategorie v (X, T ), jehož mo-

hutnost je nejvýš κ, pak E je úplně H-aditivńı v (X, T (Sσ)) a i v této topologii je
tvořený množinami prvńı kategorie, tedy

⋃
E má prázdný vnitřek, a tedy je prvńı

kategorie v (X, T (Sσ)) , tedy i v (X, T ).
(iii) Buď ∅ 6= F ⊂ X T (N )-uzavřená množina. Pak F = intT (N ) F ∪ bdT (N ) F .

Prvńı množina je T (N )-otevřená, a tedy má vlastnost (Hκ) (protože (X, T (N )) má
vlastnost (Bκ) a tedy t́ım sṕı̌se (Hκ)), druhá množina je T (N )-̌ŕıdká, tedy diskrétńı
(podle Lemmatu 6.1.(c) je každá jej́ı podmnožina uzavřená), tedy má vlastnost
(H). Podle Tvrzeńı 3.7.(ii) pak F má vlastnost (Hκ). Tedy podle Tvrzeńı 2.1 je
(X, T (N )) κ-PCP-prostor. �

Snadným d̊usledkem je následuj́ıćı věta:

Věta 6.3. Buď κ nekonečný kardinál. Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:
(i) Existuje (Hausdorff̊uv) topologický prostor, který nemá vlastnost (Bκ).
(ii) Existuje Baire̊uv (Hausdorff̊uv) topologický prostor, který nemá vlastnost

(Bκ).
(iii) Existuje Baire̊uv (Hausdorff̊uv) topologický prostor, v němž existuje úplně

SBP-aditivńı systém množin prvńı kategorie mohutnosti nejvýš κ, jehož sjednoceńı
má neprázdný vnitřek.
(iv) Existuje Baire̊uv (Hausdorff̊uv) topologický prostor, v němž existuje úplně

BPR-aditivńı systém množin prvńı kategorie mohutnosti nejvýš κ, jehož sjednoceńı
je druhé kategorie.
(v) Existuje Baire̊uv (Hausdorff̊uv) topologický prostor, který nemá vlastnost

(Sκ).
(vi) Existuje Baire̊uv (Hausdorff̊uv) topologický prostor, který nemá vlastnost

(Hκ).
(vii) Existuje dědičně Baire̊uv (Hausdorff̊uv) topologický prostor, který neńı κ-

PCP-prostor.

D̊ukaz. Implikace (vii)⇒ (vi)⇒ (v)⇒ (iv)⇒ (ii)⇒ (i) a (v)⇒ (iii)⇒ (ii) jsou
zřejmé.
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Implikace (i) ⇒ (ii) plyne z Banachova lokalizačńıho principu: Prostor X se
dá napsat X = Y ∪N , kde Y je uzavřený Baire̊uv podprostor X a N je otevřená
množina prvńı kategorie v sobě. Pak N̄ = N ∪ bdN je prvńı kategorie v X, a tedy
i v sobě, a intY je Baire̊uv prostor. Je-li E úplně BP-aditivńı systém množin prvńı
kategorie v X, jehož sjednoceńı je druhé kategorie, pak X je druhé kategorie v sobě,
a tedy intY 6= ∅ a EintY je úplně BP-adtitivńı systém množin prvńı kategorie v
intY (a jeho mohutnost je nejvýš card E .
Implikace (ii)⇒ (vii) pak plyne z Lemmatu 6.2: Nechť (X, T ) je Baire̊uv pros-

tor, který nemá vlastnost (Bκ). Pak (X, T (Sσ)) je dědičně Baire̊uv (Lemma 6.1.(d))
a nemá vlastnost (Hκ) (Lemma 6.2.(ii)), tedy podle Tvrzeńı 2.1. neńı (X, T (Sσ)) κ-
PCP-prostor.
Rovněž vid́ıme, že ekvivalence plat́ı i s předpokladem, že prostor je Hausdorff̊uv.

Pro implikaci (i) ⇒ (ii) to plyne z toho, že podprostor Hausdorffova prostoru je
Hausdorff̊uv, v d̊ukazu implikace (ii) ⇒ (vii) se konstruuje jemněǰśı topologie, a
zjemńıme-li topologii na Hausdorffově prostoru, nová topologie bude opět Haus-
dorffova. Pro ostańı implikace (uvedené výše) je to zřejmé, neboť pro jejich d̊ukaz
neńı třeba konstruovat nový prostor. �

Poznámky. (1) Z Lemmatu 6.1.(h) plyne, že podmı́nky (ii)-(vi) předchoźıho tvrzeńı
z̊ustanou ekvivalentńı, přidáme-li ke všem stejnou podmı́nku na Suslinovo č́ıslo
(např. c(X) ≤ τ nebo c(X) < τ pro nějaké τ .) Z poznámky za Lemmatem 6.1
dále plyne, že podmı́nky (ii)-(vi) z̊ustanou ekvivalentńı, nahrad́ıme-li předpoklad,
že prostor je Baire̊uv předpokladem, že je slabě α-favorabilńı. Tedy z dokázaných
tvrzeńı o vlastnostech (Sκ) plynou analogická tvrzeńı o vlastnostech (Bκ). Konkrétně,
z Věty 2.11.(i) plyne, že je-li X Baire̊uv a c(X) ≤ ℵ0, pak X má vlastnost (Bκ) pro
κ menš́ı než nejmenš́ı slabě nedosažitelný kardinál. Z Věty 5.3.(i) plyne, že všechny
slabě α-favorabilńı prostory maj́ı vlastnost (Bκ) pro κ < 2ℵ0 . Podle Věty 5.5.(i)
plat́ı, že je-li X slabě α-favorabilńı a c(X) < 2ℵ0 , pak X má vlastnost (Bκ) pro κ
menš́ı než nejmenš́ı slabě nedosažitelný kardinál. Tedy speciálně, za předpokladu
neexistence slabě nedosažitelných kardinál̊u všechny Baireovy prostory X splňuj́ıćı
c(X) ≤ ℵ0 a všechny slabě α-favorabilńı prostory X splňuj́ıćı c(X) < 2ℵ0 maj́ı
vlastnost (B), což doplňuje řadu tvrzeńı v [8].
(2) Předchoźı věta speciálně ř́ıká, že všechny dědičně Baireovy prostor jsou PCP-

prostory, právě když všechny prostory maj́ı vlastnost (B). Věta 7G v [8] ř́ıká, že
za axiomu konstruovatelnosti maj́ı všechny prostory vlastnost (B). Z Věty 3.3 v [9]
plyne, že je-li konsistentńı předpokládat, že existuje topologický prostor nemaj́ıćı
vlastnost (B), je již konsistentńı předpokládat, že existuje měřitelný kardinál.
Naopak za předpokladu existence měřitelného kardinálu (nebo reálně měřitelného
kardinálu ≤ 2ℵ0) existuj́ı př́ıklady prostor̊u bez vlastnosti (B). Tedy i předpoklad
existence dědičně Baireova prostoru, který neńı PCP-prostor, je ekvikonsistentńı
existenci měřitelného kardinálu (a tedy i existenci reálně měřitelného kardinálu
≤ 2ℵ0 - viz Př́ıklad 7.1).
Vlastnosti (B) je věnována pozornost v [8], kde se tato vlastnost nazývá AF1.

Shrneme zde některé výsledky:

Tvrzeńı 6.4. Buď X topologický prostor.
(i) ( [8, Důsledek 7F(a)]) Pokud πw(X) ≤ ℵ0, pak X má vlastnost (B).
(ii) ( [8, Věta 7J(a)]) Je-li X slabě α-favorabilńı a πw(X) ≤ 2ℵ0 , pak X má

vlastnost (B).
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(iii) ( [8, Věta 7J(b)]) Je-li X slabě α-favorabilńı a c(X) ≤ ℵ0, pak X má vlast-
nost (Bκ) pro κ menš́ı než nejmenš́ı měřitelný kardinál.
(iv) ( [8, Tvrzeńı 7N(a)]) Je-li X skoro čechovsky úplný a c(X) ≤ ℵ0, pak X má

vlastnost (B).

Poznámky. (1) Věta 7J(b) v [8] je formulována jinak - ř́ıká, že za předpokladu
neexistence měřitelných kardinál̊u všechny prostory slpňuj́ıćı předpoklady (iii) maj́ı
vlastnost (B). Ale ve skutečnosti je dokázáno tvrzeńı (iii).
(2) Tvrzeńı 7N(a) v [8] je formulováno pro čechovsky úplné prostory, ale je vidět,

že plat́ı i pro skoro čechovsky úplné prostory. Snadno si totiž uvědomı́me, že je-li
Y reziduálńı podmnožina X, pak X má vlastnost (Bκ), právě když Y má vlastnost
(Bκ).
(3) Výsledky o vlastnosti (B) lze využ́ıt k formulaci vět o PCP-prostorech dvěma

zp̊usoby - jednak s použit́ım Lemmatu 6.2.(iii), což udělá Tvrzeńı 6.7, a jednak
s použi- t́ım Tvrzeńı 2.1 a faktu, že Baire̊uv prostor, který má vlastnost (Bκ), má i
vlastnost (Hκ). Druhý zp̊usob pro př́ıpad (i) nedává nic nového, protože Věta 2.5
je silněǰśım tvrzeńım, pro př́ıpad (ii) dává Větu 5.4.(i) a 5.4.(ii)(b). Zbylé př́ıpady
jsou obsahem následuj́ıćıho tvrzeńı.

Věta 6.5. Buď X topologický prostor takový, že c(F ) ≤ ℵ0 pro každou F ⊂ X
neprázdnou uzavřenou.
(i) Je-li X dědičně slabě α-favorabilńı, pak X je κ-PCP-prostor pro každé κ

menš́ı než nejmenš́ı měřitelný kardinál.
(ii) Je-li X dědičně Baire̊uv a má BPR v nějaké své kompaktifikaci, pak X je

PCP-prostor.

D̊ukaz. (i) Plyne z Tvrzeńı 6.4.(iii) a Tvrzeńı 2.1.
(ii) Podle Lemmatu 4.6 je každý neprázdný uzavřený podprostorX skoro čechovsky

úplný, tedy podle Tvrzeńı 6.4.(iv) má vlastnost (B), t́ım sṕı̌se vlastnost (H), a tedy
podle Tvrzeńı 2.1 je X PCP-prostor. �

Poznámka. Tvrzeńı (ii) pro H-úplné prostory je zmı́něno v poznámce za Větou
4.12 v [3]. Přitom d̊ukaz pro dědičně Baireovy prostory maj́ıćı BPR v nějaké
kompaktifikaci je naprosto stejný.

Věta 6.6. Nechť κ0 je nejmenš́ı měřitelný kardinál.
(i) Je-li X slabě α-favorabilńı, je-li c(X) ≤ ℵ0 a πw(X) ≤ κ0, pak X má

vlastnost (S).
(ii) Je-li X dědičně slabě α-favorabilńı, je-li c(F ) ≤ ℵ0 pro každou ∅ 6= F ⊂ X

uzavřenou a je-li splněna jedna z podmı́nek
(a) X má těsnost < κ0,
(b) πw(F ) ≤ κ0 pro každou ∅ 6= F ⊂ X uzavřenou,
(c) χ(X) ≤ κ0,
(d) X má silnou těsnost ≤ κ0,

pak X je PCP-prostor.

D̊ukaz. (i) Podle Tvrzeńı 6.4.(iii) máX vlastnost (Bκ), a t́ım sṕı̌se (Sκ), pro κ < κ0.
Podle Tvrzeńı 2.4 pak X má vlastnost (S).
(ii) Podle Věty 6.5.(i) je X κ-PCP-prostor pro κ < κ0. Podle Tvrzeńı 2.2 resp.

2.4 resp. 2.6 resp. 2.8 (podle toho, která z podmı́nek (a)-(d) je splněna) je pak X
PCP-prostor. �
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Poznámky. (1) Opět podmı́nka (a) implikuje podmı́nku (d), tedy tvrzeńı pro (a)
je speciálńım př́ıpadem tvrzeńı pro (d).
(2) Za předpokladu neexistence měřitelných kardinál̊u maj́ı všechny slabě α-

favorabil- ńı prostory X splňuj́ıćı c(X) ≤ ℵ0 vlastnost (S) a všechny dědičně
slabě α-favorabilńı prostory takové, že pro každou jejich neprázdnou uzavřenou
podmnožinu F je c(F ) ≤ ℵ0, jsou PCP-prostory. Toto je též př́ımým d̊usledkem
Věty 7J(b) v [8].

Tvrzeńı 6.7. Buď (X, T ) Baire̊uv prostor a N lokalizovatelný ideál podmnožin X,
který splňuje S ⊂ N ⊂ Sσ.
(i) Pokud πw(X, T ) ≤ ℵ0, je (X, T (N )) PCP-prostor.
(ii) Pokud (X, T ) je slabě α-favorabilńı a πw(X, T ) ≤ 2ℵ0 , je (X, T (N )) PCP-

prostor.
(iii) Pokud (X, T ) je slabě α-favorabilńı a c(X, T ) ≤ ℵ0, je (X, T (N )) κ-PCP-

prostor pro κ menš́ı než nejmenš́ı měřitelný kardinál.
(iv) Pokud (X, T ) je skoro čechovsky úplný a c(X, T ) ≤ ℵ0, pak (X, T (N )) je

PCP-prostor.

D̊ukaz. Plyne z Tvrzeńı 6.4 a Lemmatu 6.2.(iii). �

Poznámka. O tom, že v (iii) nelze vynechat podmı́nku na κ, svědč́ı Př́ıklad 7.4
a o tom, že v (iv) nelze vynechat podmı́nku na Suslinovo č́ıslo (za předpokladu
existence měřitelného kardinálu) zase Př́ıklad 7.5.

Tvrzeńı 6.8. Nechť κ0 je nejmenš́ı měřitelný kardinál. Buď (X, T ) slabě α-
favorabilńı prostor splňuj́ıćı c(X, T ) ≤ ℵ0. Buď N lokalizovatelný ideál, pro který
S ⊂ N ⊂ Sσ. Je-li splněna jedna z podmı́nek
(a) (X, T (N )) má těsnost < κ0,
(b) πw(X, T (N )) ≤ κ0,
(c) χ(X, T (N )) ≤ κ0,
(d) (X, T (N )) má silnou těsnost ≤ κ0,

pak (X, T (N )) je PCP-prostor.

D̊ukaz. Podle Tvrzeńı 6.4.(iii) má (X, T ) vlastnost (Bκ) pro κ < κ0, podle Lem-
matu 6.2.(iii) je (X, T (N )) κ-PCP-prostor pro κ < κ0. Je-li splněna jedna z podmı́nek
(a), (c), (d), pak podle Tvrzeńı 2.2 resp. 2.6 resp. 2.8 je (X, T (N )) PCP-prostor.
Je-li splněna podmı́nka (b), pak podle poznámky za Tvrzeńım 2.4 má (X, T (N ))
vlastnost (H). Je-li nyńı F uzavřená podmnožina (X, T (N )), pak, pokud je ř́ıdká,
je diskrétńı, a tedy má vlastnost (H), jinak lze psát F = intF ∪ bdF , kde intF je
otevřená, a tedy má vlastnost (H) (Lemma 3.6.(iv)), bdF je ř́ıdká, tedy diskrétńı,
a tedy má vlastnost (H), tedy podle Tvrzeńı 3.7.(ii) má F vlastnost (H). Podle
Tvrzeńı 2.1 je pak (X, T (N )) PCP-prostor. �

Poznámky. (1) Podmı́nka (a) implikuje podmı́nku (d), tedy tvrzeńı pro (a) je
speciálńım př́ıpadem tvrzeńı pro (d).
(2) Za předpokladu neexistence měřitelných kardinál̊u všechny prostory vzniklé

popsaným zp̊usobem jsou PCP-prostory.
(3) Obecně lze těžko ověřovat kteroukoli z podmı́nek (a)-(d). Jestliže však

cardX < κ0, je podmı́nka (a) triviálně splněna. Pokud N = S, lze podmı́nku
(b) nahradit ekvivalentńı podmı́nkou πw(X, T ) ≤ κ0 (Lemma 6.1.(f)).
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Poznámka 6.9. Je-li (X, T ) topologický prostor a N lokalizovatelný ideál, pro
něǰz N ∩ T = {∅}, pak (X, T (N )) je regulárńı, právě když (X, T ) je regulárńı a
všechny prvky N jsou T -uzavřené.

D̊ukaz. Implikace „⇐ ” plyne z toho, že pokud prvky N jsou uzavřené, je T (N ) =
T .
Obráceně nechť existuje N ∈ N taková, že N 6= N̄ . Zvolme x ∈ N̄ \ N .

Všimněme si, že pro G ∈ T a P ∈ N plat́ı G \ P
T (N )

= ḠT .
Inkluze „⊂ ” je zřejmá. Pro d̊ukaz obrácené inkluze zvolme y ∈ ḠT a H ∈ T (N )

pro kterou y ∈ H. Pak H = K \ L, kde K ∈ T , L ∈ N . Pak K ∩ G 6= ∅, a tedy
H ∩ (G \ P ) = (K ∩G) \ (P ∪ L) 6= ∅, tedy y ∈ G \ P

T (N )
.

Nyńı x ∈ X \N ∈ T (N ). Je-li (X, T (N )) regulárńı, existuj́ı H ∈ T , P ∈ N , že
x ∈ H \ P ⊂ H \ P

T (N )
⊂ X \N . Pak podle předchoźıho H̄T ⊂ X \N , ale x ∈ N̄

a x ∈ H, tedy H ∩ N 6= ∅, což je spor. Tedy je-li (X, T (N )) regulárńı, pak N je
tvořeno T -uzavřenými množinami, tedy T (N ) = T a (X, T ) je regulárńı. �



39

7. PŘÍKLADY

Př́ıklad 7.1. ( [3, Př́ıklad 2.4.(2)]) Nechť existuje reálně měřitelný kardinál κ ≤
2ℵ0 , (t.j., nechť existuje netriviálńı σ−aditivńı mı́ra definovaná na všech podmnožinách
[0,1], která je nulová na jednobodových množinách.) Pak existuje dědičně Baire̊uv
prostor, který neńı 2ℵ0-PCP-prostor.

K d̊ukazu budeme potřebovat některé vlastnosti hustotńı topologie, jej́ıž definici
nyńı zavedeme.
Je-li (X,A, µ) prostor s úplnou mı́rou, řekneme, že Φ :A→A je dolńı hustota pro

µ, plat́ı-li:
(i) Φ(A) M A ∈N,
(ii) A M B ∈N⇒ Φ(A) = Φ(B),
(iii) Φ(X) = X, Φ(∅) = ∅,
(iv) Φ(A ∩B) = Φ(A) ∩ Φ(B),

kde N je systém všech µ-nulových množin.
Věta [6, 22.4] ř́ıká, že pro každý prostor s úplnou mı́rou existuje dolńı hustota.

Lemma 7.2. ( [6, Věty 22.5-22.7]) Buď (X,A, µ) prostor s úplnou mı́rou, Φ dolńı
hustota pro µ. Položme T={Φ(A) \N | A ∈A, N ∈N}. Pak
(i) T je topologie,
(ii) N je ř́ıdká⇔ N ∈N,
(iii) každá ř́ıdká množina je uzavřená,
(iv) každá množina prvńı kategorie je ř́ıdká,
(v) každá neprázdná podmnožina X je druhé kategorie v sobě,
(vi) (X,T) je dědičně Baire̊uv,
(vii) A ∈A⇔ A = G ∪N , kde G ∈T, N ∈ N.

D̊ukaz. (i) Protože ∅ = Φ(∅) \ ∅, X = Φ(X) \ ∅, tedy ∅, X ∈T. Dále (Φ(A) \
N) ∩ (Φ(B) \ L) = Φ(A ∩ B) \ (N ∪ L), tedy T je uzavřená na konečný pr̊unik.
Zbývá dokázat uzavřenost T na libovolné sjednoceńı. Buď G⊂ T libovolná. Položme
m = sup{µ(

⋃
K) | K ⊂G konečná}. Pak existuj́ı Gn = Φ(An) \ Nn ∈G, kde

An ∈A, Nn ∈N, tak, že µ(
⋃∞

n=1Gn) = m. Označme A =
⋃∞

n=1Gn. Buď G ∈ G
libovolné, pak lze psát G = Φ(B) \ N , kde B ∈A, N ∈N. Pak G \ A ∈N, tedy i
B \A ∈N. A protože B \ (B \A) ⊂ A, plat́ı Φ(B) ⊂ Φ(A), tedy i G ⊂ Φ(A). Potom
A ⊂

⋃
G⊂ Φ(A). Tedy Φ(A) \

⋃
G∈N, tedy

⋃
G∈T.

(ii) Je zřejmé, že každý prvek N je uzavřená množina. Nechť N ∈N, nechť Φ(A)\
L ⊂ N, L ∈N, A ∈A. Pak Φ(A) ∈N, tedy Φ(A) = ∅, tedy N má prázdný vnitřek,
a proto je ř́ıdká. Obráceně, nechť N je ř́ıdká, pak int N̄ = ∅. Φ(N) \ (Φ(N) \N) je
otevřená podmnožina N̄ , tedy prázdná. A tedy N ∈N.
T́ım je dokzno i (iii) a (iv).
(v) Je-li A ⊂ X prvńı kategorie v sobě, pak každá jej́ı podmnožina je prvńı

kategorie v X, tedy ř́ıdká, a proto uzavřená. Tedy A je diskrétńı prostor prvńı
kategorie v sobě, tedy A = ∅.

Typeset by AMS-TEX
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(vi) Je-li A ⊂ X libovolná a ∅ 6= G ⊂ A otevřená v A a prvńı kategorie v A, pak
G je prvńı kategorie v sobě, což je ve sporu s (v). Tedy dokonce každý podprostor
X je Baire̊uv.
(vii) Je-li A ∈A, pak A = (Φ(A) \ (Φ(A) \A))∪ (A \Φ(A)). Obrácená implikace

je zřejmá. �

D̊ukaz Př́ıkladu 7.1. Nechť existuje nenulová mı́ra µ definovaná na všech podmnožinách
[0,1], která je nulová na jednobodových množinách. Buď T topologie definována
jako v Lemmatu 7.2. Pak X=([0,1],T) je dědičně Baire̊uv a každá podmnožina X
je H-množina. Systém všech jenobodových množin je tedy úplně H-aditivńı systém
ř́ıdkých množin, mohutnosti 2ℵ0 , tedyX nemá vlastnost (H2ℵ0 ), tedy podle Tvrzeńı
2.1 neńı X 2ℵ0-PCP-prostor.
Takto definovaný prostor X ovšem nemuśı být Hausdorff̊uv. Ale je-li h : X →

[0, 1] „identické” zobrazeńı, kde [0,1] uvažujeme s obvyklou topologíı, pak podle
Věty 1.3 je množina bod̊u nespojitosti funkce h prvńı kategorie (protože X je
dědičně Baire̊uv a [0,1] separabilńı). Speciálně existuje A ⊂ X prvńı kategorie (tedy
uzavřená ř́ıdká), že h � X \ A je spojitá. Tedy X0 = X \ A je Hausdorff̊uv. Nav́ıc
X0 je dědičně Baire̊uv (jakožto otevřená podmnožina dědičně Baireova prostoru)
a nemá vlastnost (H2ℵ0 ) (podle Lemmatu 3.6.(i)), a tedy ani X0 neńı 2ℵ0-PCP-
prostor. �

Poznámky. (1) Prostor X0 jistě splňuje c(X0) ≤ ℵ0, dokazuje tedy, že ve Větě
2.12.(i) nelze vynechat podmı́nku na psedováhu. Avšak libovolná F ⊂ X0 mohut-
nosti ℵ1 je uzavřená diskrétńı, a tedy c(F ) = ℵ1, tedy o nutnosti podmı́nek na
kardinalitu ve Větě 2.12.(ii) neř́ıká nic.
(2) Z toho, že 2ℵ0 neńı měřitelný a z Tvrzeńı 4.10 plyne, že X0 neńı t-Baire̊uv,

z Tvrzeńı 6.4.(iii) pak dostáváme, že X0 neńı slabě α-favorabilńı.
(3) Nechť M je [0, 1] s diskrétńı metrikou, f : X0 → M buď restrikce na X0

„identického” zobrazeńı X na M . Pak f splňuje podmı́nky (c1) a (d) z Věty 4.13,
ale nikoli podmı́nku (a) této věty. Tedy implikace (c1)&(d) ⇒ (a) nemuśı platit
pro dědičně Baireovy prostory.

Poznámka 7.3. Je-li (X,A, µ) prostor s konečnou úplnou mı́rou a Φ nějaká dolńı
hustota pro µ, pak topologie T definovaná v Lemmatu 7.2 je dědičně Baireova a
z téhož lemmatu plyne, že (X, T ) je κ-PCP-prostor, právě když mı́ra µ má vlast-
nost:

(Mκ) Je-li E úplně A -aditivńı systém

µ-nulových množin a card E ≤ κ, pak µ(
⋃
E) = 0.

Tedy je-li µ Radonova mı́ra na Hausdorffově prostoru, pak podle Lemmatu 4.9.(i)
je X s topologíı indukovanou libovolnou dolńı hustotou PCP-prostor. V obecném
př́ıpadě vzniklá topologie nemuśı být ani regulárńı ani Hausdorffova. Ale např́ıklad
pro X = R s Lebesgueovou mı́rou topologie indukovaná Lebesgueovou hustotou
([6,kap. 22]) je Hausdorffova a úplně regulárńı.
Je zřejmé, že pokud (X,A, µ) nesplňuje (Mκ), je κ reálně měřitelný ([8, Tvrzeńı

6D]). Tedy speciálně všechny takto vzniklé topologické prostory jsou κ-PCP-prostory
pro κ = ℵ1,ℵ2, . . . , pro všechna κ menš́ı než nejmenš́ı reálně měřitelný kardinál.
A za předpokladu neexistence takových kardinál̊u jsou všechny vzniklé prostory
PCP- prostory.
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Naopak, za předpokladu existence reálně měřitelného kardinálu ≤ 2ℵ0 dává
Př́ıklad 7.1 prostor vzniklý popsaným zp̊usobem, který neńı 2ℵ0-PCP-prostor.

Př́ıklad 7.4. Nechť existuje měřitelný kardinál. Buď κ nejmenš́ı takový. Pak
existuje Hausdorff̊uv prostor X = (X, T ), pro něǰz plat́ı:
(i)( [8, Př́ıklad 12F]) X je úplně regulárńı, α-favorabilńı, c(X) ≤ ℵ0, ale X nemá

vlastnost (Hκ).
(ii) (X, T (S)) je Hausdorff̊uv, dědičně Baire̊uv, α-favorabilńı, c(X, T (S)) ≤ ℵ0,

ale (X, T (S)) neńı κ-PCP-prostor.
(iii) Existuje Hausdorff̊uv PCP-prostor Y , že (X, T (S)) je jeho podprostor.

D̊ukaz. (i) Buď F vlastńı σ-ideál na κ, obsahuj́ıćı jednoprvkové množiny, takový,
že pro každé A ⊂ κ je buď A ∈ F nebo κ \A ∈ F , položme I = κ∪F a Z = [0, 1]I .
Buď

X = {x ∈ Z | (∃!ξ < κ)(x(ξ) = 1)

& (∀A ∈ F)(x(A) = 1⇔ (∀ξ ∈ κ \A)(x(ξ) < 1))}.

Nejprve dokážeme:

(*) Je-li J ⊂ I spočetná a u ∈ [0, 1)J , pak existuje x ∈ X, x � J = u.

Zřejmě
⋃
(J ∩ F) ∪ (J ∩ κ) ∈ F , zvolme ξ0 v doplňku této množiny v κ (což lze,

neboť F je vlastńı ideál), a položme

x(ξ) =


u(ξ) ξ ∈ J ∩ κ,

1 ξ = ξ0,

0 ξ ∈ κ \ (J ∪ {ξ0}),
x(A) =


u(A) A ∈ J ∩ F ,

1 A ∈ F \ J, ξ0 ∈ A,

0 A ∈ F \ J, ξ0 /∈ A.

Pak x ∈ X a x � J = u, což dokazuje (*).
Z (*) pak plyne, že X je hustý v Z a nav́ıc X je α-favorabilńı. Pro d̊ukaz

hustoty stač́ı ukázat, že X prot́ıná každý prvek nějaké otevřené báze Z. Zvolme
bázi tvořenou množinami tvaru G = {x ∈ Z | x(j) ∈ Gj pro j ∈ J}, kde J ⊂ I
je konečná a ∅ 6= Gj ⊂ [0, 1] otevřená pro j ∈ J . Zvolme libovolně u ∈ [0, 1)J
tak, aby u(j) ∈ Gj pro j ∈ J . Podle (*) existuje x ∈ X, pro něž x � J = u.
Pak x ∈ G ∩ X. Dále ukážeme, že X je α-favorabilńı. Je-li G ⊂ X otevřená,
pak existuje G′ otevřená v Z, že G = G′ ∩ X. Dále existuje J ⊂ I konečná, a
interval [a, b] ⊂ [0, 1) tak, že {x ∈ Z | x(j) ∈ [a, b] pro j ∈ J} ⊂ G′. Položme
τ(G) = {x ∈ X | x(j) ∈ (a, b) pro j ∈ J}. Buďte Gn, n ∈ N neprázdné otevřené
v X a Gn+1 ⊂ τ(Gn) pro všechna n ∈ N. Pak existuj́ı Jn ⊂ I konečné a intervaly
[an, bn] ⊂ [0, 1) tak, že pro každé n

Gn+1 ⊂ {x ∈ X | x(j) ∈ [an, bn] pro j ∈ Jn} ⊂ Gn.

Položme J =
⋃

n∈N Jn. Pak existuje u ∈ [0, 1)J , že u(j) ∈ [an, bn] kdykoli j ∈ Jn.
Podle (*) existuje x ∈ X, pro které x � J = u. Pak x ∈

⋂
n∈N Gn, a tedy X je

α-favorabilńı. Nav́ıc c(X) ≤ ℵ0, protože c(Z) ≤ ℵ0 a X je hustá v Z.
Položme Eξ = {x ∈ X | x(ξ) = 1} pro ξ < κ. Pak (Eξ)ξ<κ je disjunktńı rozklad

X na ř́ıdké podmnožiny. Nav́ıc tento rozklad je úplně H-aditivńı, neboť⋃
ξ∈A

Eξ =

{ {x ∈ X | x(A) < 1} je otevřená pro A /∈ F ,

{x ∈ X | x(A) = 1} je uzavřená pro A ∈ F .
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Tedy X nemá vlastnost (Hκ).
(ii) Z Lemmatu 6.1.(d) plyne, že (X, T (S)) je dědičně Baire̊uv, podle bodu (h)

téhož lemmatu je c(X, T (S)) ≤ ℵ0 a podle bodu (g) je (X, T (S)) α-favorabilńı.
Nav́ıc systém (Eξ)ξ<κ zkonstruovaný výše je i v (X, T (S)) úplně H-aditivńı a
tvořený ř́ıdkými množinami. Tedy (X, T (S)) nemá vlastnost (Hκ) a podle Tvrzeńı
2.1 neńı κ-PCP-prostor.
(iii) Prostor Z = (Z,R) z bodu (i) je kompaktńı Hausdorff̊uv prostor, c(Z) ≤ ℵ0,

podle Tvrzeńı 6.4.(iv) má tedy vlastnost (B). Proto podle Lemmatu 6.2.(ii) je
Y = (Z,R(S)) PCP-prostor. Protože (X,RX) je hustý v Z, je S(RX) = S(R)X , a
proto R(S(R))X = RX(S(RX)), jinými slovy (X,RX(S)) je podprostorem Y . �

Př́ıklad 7.5. ( [8, Př́ıklad 12G]) Nechť existuje měřitelný kardinál κ. Pak existuj́ı
úplný metrický prostor X1 a kompaktńı Hausdorff̊uv prostor X2 takové, že žádný
z nich nemá vlastnost (Bκ). Pak (X1, T (S)) a (X2, T (Sσ)) jsou dědičně Baireovy
a nejsou κ-PCP-prostory.

D̊ukaz. Buď F vlastńı σ-ideál na κ obsahuj́ıćı jednoprvkové množiny, takový, že
pro každé A ⊂ κ je buď A ∈ F nebo κ \ A ∈ F . Buď X1 = FN, kde F uvažujeme
s diskrétńı metrikou. Pro x ∈ X1 je

⋃
n∈N x(n) ∈ F , tedy je vlastńı podmnožinou

κ, proto má smysl následuj́ıćı definice:

φ(x) = min(κ \
⋃
n∈N

x(n)) pro x ∈ X1.

Položme Eξ = {x ∈ X1 | φ(x) = ξ} pro ξ < κ. Pak (Eξ)ξ<κ je disjunktńı rozklad
X1. Nav́ıc, je-li A ⊂ κ, κ \A ∈ F , pak⋃

ξ∈A

Eξ ⊃ {x ∈ X1 | (∃n ∈ N)(x(n) = κ \A)},

což je hustá otevřená podmnožina X1. Odsud plyne též, že
⋃

ξ∈A Eξ je ř́ıdká v X1
pro A ∈ F . Tedy zkonstruovaný rozklad je úplně BP-aditivńı a X1 nemá vlastnost
(Bκ). Buď X2 Čech-Stoneova kompaktifikace X1, pak zřejmě X2 rovněž nemá
vlastnost (Bκ). Zbytek tvrzeńı snadno plyne z Lemmatu 6.1 a 6.2. �

Př́ıklad 7.6. Existuje topologický prostor X, který má těsnost ℵ1, pseudováhu i
charakter ≥ 2ℵ0 a c(F ) ≤ ℵ0 pro každou ∅ 6= F ⊂ X uzavřenou. Takový prostor
je PCP-prostor podle Věty 2.12, ale nesplňuje předpoklady Věty 2.3. Za negace
hypotézy kontinua nesplňuje ani předpoklady Vět 2.5 a 2.7.

D̊ukaz. Pro topologický prostor (X, T ) značme C(X) (př́ıpadně C(T ) nebo jen C)
systém všech lokálně spočetných množin, t.j. takových A ⊂ X, že pro každé
x ∈ X existuje V okoĺı x, pro které V ∩ A je (nejvýš) spočetná. Pak zřejmě C je
lokalizovatelný ideál, a tedy má smysl uvažovat topologii T (C). Z Lemmatu 6.1
pak okamžitě plyne:

(1) Jestliže žádná neprázdná otevřená podmnožina X neńı spočetná, potom
c(X, T ) = c(X, T (C)).
(2) Pokud X nemá izolované body, pak X a (X, T (C)) maj́ı tytéž množiny

s Baireovou vlastnost́ı a tytéž množiny prvńı kategorie. Nav́ıc (X, T (C)) je Baire̊uv,
právě když X je Baire̊uv.
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Z toho, že T ⊂ T (C) plyne:

(3) Je-li X ř́ıdce rozložený, pak (X, T (C)) je ř́ıdce rozložený.

Dále, d́ıky tomu, že lokálně spočetné množiny v Y ⊂ X jsou právě pr̊uniky
lokálně spočetných množin v X s Y , a tedy (Y, TY (C)) je podprostorem (X, T (C)),
můžeme tvrdit:

(4) Je-li X dědičně Baire̊uv, je (X, T (C)) dědičně Baire̊uv.

Ovšem, neboť je-li ∅ 6= F ⊂ X T (C)-uzavřená, lze ji podle definice T (C) psát F =
H ∪N , kde H je T -uzavřená a N ∈ C. Pak N je diskrétńı, a tedy Baire̊uv prostor.
Množinu H pak lze rozložit H = D ∪ R, kde D je T -dokonalá a R je T -̌ŕıdce
rozložená. Podle (2) je (D, T (C)) Baire̊uv prostor, podle (3) je (R, T (C)) ř́ıdce
rozložený, a tedy Baire̊uv. Podle Lemmatu 3.4.(ii) je pak (F, T (C)) Baire̊uv.

Dále, protože v nové topologii jsou všechny lokálně spočetné (a speciálně všechny
spočetné) množiny uzavřené, plat́ı:

(5) Je-liX Baire̊uv prostor bez izolovaných bod̊u, pak (X, T (C)) nemá spočetnou
těsnost.

Zvolme totiž libovolně x ∈ X. Pak {x} je množina T (C)-prvńı kategorie, a tedy
x neńı izolovaný ani v nové topologii. Jinými slovy x ∈ X \ {x}

T (C)
, ale x neńı

v uzávěru žádné spočetné podmnožiny X \ {x}.

(6) Buď τ = χ(X). Pak těsnost prostoru (X, T (C)) je nejvýš max(τ,ℵ1).

Buď A ⊂ X a x ∈ ĀT (C). Buď (Vξ)ξ<τ báze T -okoĺı bodu x. Pak pro každé ξ < κ
existuje Bξ ⊂ A∩Vξ taková, že cardBξ = ℵ1 (protože x lež́ı v uzávěru A a spočetné
množiny jsou uzavřené.) Položme B =

⋃
ξ<τ Bξ. Pak B ⊂ A, cardB = max(τ,ℵ1)

a nav́ıc x ∈ B̄T (C). Stač́ı dokázat, že U ∩ B 6= ∅ pro prvky nějaké báze T (C)-okoĺı
bodu x. Z definice T (C) plyne, že jej́ı bázi tvoř́ı množiny tvaru G \ C, kde G ∈ T
a C je spočetná. Buď G \C taková množina, pro niž nav́ıc x ∈ G \C. Pak existuje
ξ < τ , že Vξ ⊂ G. Pak (G \ C) ∩B ⊃ Bξ \ C 6= ∅, č́ımž je d̊ukaz proveden.

(7) Pokud v X existuje disjunktńı systém hustých lokálně spočetných množin,
jehož mohutnost je κ > ℵ0, pak πw(X, T (C)) ≥ κ a χ(X, T (C)) ≥ κ.

Buď (Eξ)ξ<κ onen disjunktńı systém. Buď B pseudobáze T (C). Pak pro každé
ξ < κ existuje Bξ ∈ B tak, že Bξ ⊂ X \ Eξ. Pro B ∈ B buď AB = {ξ < κ | B ⊂
X \Eξ}. Pak pro každé B je AB nejvýš spočetná. Je-li totiž B = G\C, kde G ∈ T
a C je spočetná (můžeme předpokládat, že B je tvořena takovými množinami), a
G \ C ⊂ X \ Eξ, protože Eξ je hustá, je G ∩ Eξ 6= ∅, a tedy C ∩ Eξ 6= ∅. Protože
C je spočetná a Eξ po dvou disjunktńı, může takových ξ být jen spočetně. Proto
AB je spočetná, a tedy cardB ≥ κ. Tvrzeńı o charakteru se dokáže podobně (je-li
x ∈ X a U báze okoĺı tvořená množinami tvaru G \C, kde G ∈ T a C je spočetná,
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pak ke každému ξ < κ s jedinou výjimkou (toho, pro které x ∈ Eξ) existuje Uξ ∈ U ,
že U ⊂ X \ Eξ, potom stejně dokážeme, že cardU ≥ κ).

Důsledkem předchoźıch tvrzeńı je:

(8) Je-li X dědičně Baire̊uv prostor, jehož všechny ř́ıdce rozložené podprostory
jsou spočetné, který sám neńı ř́ıdce rozložený, jehož charakter je menš́ı než nejmenš́ı
slabě nedosažitelný kardinál, a který splňuje c(F ) ≤ ℵ0 pro každou ∅ 6= F ⊂ X
uzavřenou, pak (X, T (C)) splňuje předpoklady Věty 2.12.(a), ale ne předpoklady
Věty 2.3.

Je-li X reálná osa (nebo Rn) nebo Sorgenfreyova př́ımka, pak (X, T (C)) má
všechny vlastnosti požadované ve zněńı př́ıkladu. (Podle (4) je dědičně Baire̊uv,
podle (1) je splněna podmı́nka na Suslinovo č́ıslo, podle (5) a (6) má těsnost ℵ1,
podle (7) je charakter i pseudováha ≥ 2ℵ0 .) Daľśı př́ıklady prostor̊u, pro které lze
použ́ıt Větu 2.12, ale ne Větu 2.3 (ev. 2.5 a 2.7) lze konstruovat pomoćı (7) a
(8). �

Př́ıklad 7.7. Existuj́ı dva PCP-prostory, jejichž součin je prvńı kategorie v sobě.

D̊ukaz. Mějme dva topologické prostory (X, T ) a (Y,R) a označme T ′ = T (S) a
R′ = R(S). Z Lemmatu 6.1 plyne:

(1) Je-li (X, T ) (resp. (Y,R)) Baire̊uv, je (X, T ′) (resp. (Y,R′)) dědičně Baire̊uv.
(2) πw(X, T ) = πw(X, T ′), πw(Y,R) = πw(Y,R′).

Dále označme P = T ×R, P ′ = T ′×R′ př́ıslušné součinové topologie na X×Y .
Pak zřejmě P ⊂ P ′ a nav́ıc plat́ı:

(3) Je-li G ∈ P ′, pak G ⊂ intP G
P
.

Buď totiž G ∈ P ′ a x ∈ G. Buďte U ∈ T , V ∈ R takové, že x ∈ U × V . Pak
x ∈ G ∩ (U × V ) ∈ P ′, tedy existuj́ı U ′ ∈ T ′, V ′ ∈ R′ tak, že x ∈ U ′ × V ′ ⊂
G ∩ (U × V ). Podle Lemmatu 6.1.(f) existuj́ı ∅ 6= A ∈ T a ∅ 6= B ∈ R, že A ⊂ U ′,
B ⊂ V ′, speciálně A×B ⊂ intP G ∩ (U × V ), což dokazuje (3).
Odtud pak dostaneme

(4) Je-li (X × Y,P) prvńı kategorie v sobě, je i (X × Y,P ′) prvńı kategorie v
sobě.

Je-li X × Y =
⋃

n∈N Fn, kde Fn jsou P-uzavřené a P -̌ŕıdké, pak jsou i P ′-
uzavřené. Kdyby intP′ Fn 6= ∅, pak podle (3) je i intP Fn 6= ∅, což je spor s
předpokladem, že Fn je P -̌ŕıdká. Tedy nutně Fn je P ′ -̌ŕıdká pro všechna n, tedy
(X × Y,P ′) je prvńı kategorie v sobě.
Př́ıklad 1.2 v [11] ukazuje dva metrizovatelné prostory X = (X, T ) a Y = (Y,R),

z nichž oba jsou Baireovy, maj́ı váhu (t.j. mohutnost báze) ℵ1, ale X × Y je prvńı
kategorie v sobě. Nicméně se lze snadno přesvědi̧t, že ani jeden z prostor̊uX, Y neńı
dědičně Baire̊uv. Ale (X, T ′) i (X,R′) (kde použ́ıváme výše definované značeńı)
jsou podle (1) dědičně Baireovy. Podle (2) oba maj́ı pseudováhu ℵ1, tedy podle
Věty 2.5 maj́ı vlastnost (S). S využit́ım Lemmatu 6.1.(c) a Tvrzeńı 3.7.(ii) se



7. PŘÍKLADY 45

snadno přesvědč́ıme, že to jsou dokonce PCP-prostory. Ale jejich součin je podle
(4) prvńı kategorie v sobě. �

Př́ıklad 7.8. Existuje metrický PCP-prostor, který neńı t-Baire̊uv. Podle [6, Věta
5.3] existuje B ⊂ R taková, že B i BC prot́ınaj́ı každou nespočetnou uzavřenou
podmnožinu R v nespočetné množině. Taková množina se nazývá Bernsteinova
množina.

(1) Bernsteinova množina je PCP-prostor.
Připomeňme, že podmnožina M topologického prostoru X je hustě rozložená,

pokud nemá izolovaný bod, M je dokonalá, je-li hustě rozložená a uzavřená, M se
nazývá ř́ıdce rozložená, pokud neobsahuje neprázdnou hustě rozloženou podmnožinu.
Připomeňme, že každý topologický prostor lze napsat jako sjednoceńı dvou dis-
junktńıch množin, z nichž jedna je dokonalá a druhá ř́ıdce rozložená, a že každá
neprázdná dokonalá podmnožina R má mohutnost kontinua.

D̊ukaz. Nechť B je Bernsteinova množina. Protože B je metrizovatelný prostor,
stač́ı podle Věty 2.3 ukázat, že je dědičně Baire̊uv. Buď ∅ 6= F ⊂ B uzavřená. Pak
F lze psát F = P ∪N , kde P je dokonalá v F (tedy i v B) a N ř́ıdce rozložená. Stač́ı
dokázat, že G = (a, b) ∩ F je druhé kategorie v F , kdykoli je neprázdná. Pokud
G∩N 6= ∅, pakGmá izolovaný bod, a tedy je druhé kategorie. Dále předpokládejme
∅ 6= G ⊂ P . Pak ḠR je dokonalá v R, tedy nespočetná. Buďte Un, n ∈ N otevřené
husté v G, Vn otevřené v Ḡ tak, že Un = G ∩ Vn. Pak V =

⋂
n∈N Vn je hustá

Gδ podmnožina Ḡ. Kdyby V byla spočetná, byla by prvńı kategorie v Ḡ, ale Ḡ
je Baire̊uv prostor. Tedy V je nespočetná, tedy obsahuje neprázdnou dokonalou
množinu [6, Lemma 5.1], tedy V ∩B je nespočetná. A V ∩B ⊂ Ḡ∩B ⊂ [a, b]∩P ,
tedy V ∩G 6= ∅, tedy G je druhé kategorie v F . �

(2) Je-li B Bernsteinova množina, pak Pt(B) je prvńı kategorie v sobě.

D̊ukaz. Nejdř́ıv si uvědomme, že Radonovy mı́ry na B jsou právě mı́ry nesené
spočetnou množinou, což plyne z toho, že všechny kompaktńı podmnožiny B jsou
spočetné. Snadno si uvědomı́me, že slabá topologie na Pt(B) je nejmenš́ı topologie
taková, že µ 7→ µ(G) je zdola polospojitá pro každý prvek G nějaké otevřené
báze. Označme B= {(a, b) ∩ B | −∞ ≤ a < b ≤ +∞, a /∈ B, b /∈ B}. Pak B je
báze topologie B tvořená obojetnými množinami. Tedy slabá topologie je nejmenš́ı
taková, že µ 7→ µ(G) je spojitá pro každé G ∈B. A protože existuje spočetná
podmnožina B, která je sama baźı, je Pt(B) metrizovatelný.
Pro µ ∈ Pt(B), x ∈ B pǐsme µ(x) = µ({x}). Pro m > 0, p ≥ m, l > 0 položme

Mm,p,l = {µ ∈ Pt(B) | (∃x1, ..., xm ∈ B)(xi+1 − xi ≥
1
l
, i = 1, ...,m− 1;

µ({x1, . . . , xm}) ≥
2
3
;µ(xi) ≥

1
p
, i = 1, ...,m)}

Pak tyto množiny jsou uzavřené ř́ıdké a pokrývaj́ı Pt(B). Pro µ ∈ Pt(B) existuje
M = {xn | n ∈ N} tak, že µ(B \ M) = 0, tedy

∑
n∈N µ(xn) = 1. Tedy existuje

m0 tak, že
∑

n≤m0
µ(xn) ≥ 2

3 . Nechť {y1 < ... < ym} = {xi | i ≤ m0, µ(xi) > 0}.
Pak pro dostatečně velké p, l je µ ∈ Mm,p,l. Dokažme uzavřenost Mm,p,l. Nechť
µn ∈ Mm,p,l, µn → µ ∈ Pt(B). Pro každé n najdeme xn

1 , ..., x
n
m podle definice

Mm,p,l. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že pro každé i = 1, ...,m plat́ı
xn

i → xi ∈ [−∞,+∞]. Kdyby pro nějaké i bylo xi /∈ B, pak existuj́ı Uk ∈B pro
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k ∈ N, že Uk+1 ⊂ Uk,
⋂

k∈N Uk = ∅, xi ∈ int Ūk, kde vnitřek i uzávěr jsou vzhledem
k [−∞,+∞]. Pro každé k existuje n0, že pro n > n0 je xn

i ∈ Uk, tedy µn(Uk) ≥ 1
p

pro n > n0, tedy µ(Uk) ≥ 1
p , tedy 0 = µ(∅) = limk→∞ µ(Uk) ≥ 1

p , což je spor, tedy
nutně xi ∈ B.
Pak zřejmě xi+1−xi ≥ 1

l , i = 1, ...,m−1. Zvolme U i
k ∈B tak, že {xi} =

⋂
k∈N U i

k,
položme Vk =

⋃m
i=1 U i

k. Pak µ(U i
k) ≥ 1

p , tedy µ(xi) ≥ 1
p , podobně µ(Vk) ≥ 2

3 , tedy

µ({x1, ..., xm}) ≥ 2
3 , tedy µ ∈ Mm,p,l.

Dále dokažme, že Mm,p,l je ř́ıdká. Nechť µ ∈ Mm,p,l, U1, ..., Uk ∈B, ε > 0. Ke
každému i najdeme yi

1, ..., y
i
6 ∈ B r̊uzná tak, že yi

1 = xi, |yi
j − xi| < 1

4l , a yi
j ∈ Uq,

právě když xi ∈ Uq, a nav́ıc µ(yi
j) = 0 pro j = 2, ..., 6. Definujme ν ∈ Pt(B)

předpisem ν(yi
j) =

µ(xi)
6 , ν(x) = µ(x) jindy. Pak |µ(Uq) − ν(Uq)| = 0 < ε, ale

ν /∈ Mm,p,l. Ovšem, jsou-li z1, ..., zm ∈ B tak, že zi+1 − zi ≥ 1
l , pak pro každé i

je yi
j ∈ {z1, ..., zm} nejvýš pro jedno j, tedy ν({z1, ..., zm}) < 1

3 +
1
6 =

1
2 . T́ım je

d̊ukaz proveden. �
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8. PROBLÉMY

Problém 8.1. Je konsistentńı předpokládat, že existuje dědičně Baire̊uv prostor,
který neńı ℵ1-PCP-prostor?
Podle Věty 6.3 je existence takového prostoru ekvivalentńı existenci Baireova

prostoru, který nemá vlastnost (Hℵ1) resp. (Bℵ1). Přitom Baire̊uv prostor X,
který nemá vlastnost (Hℵ1) nemůže být t-Baire̊uv (Tvrzeńı 4.10) a muśı splňovat
πw(X) > ℵ1 (Věta 2.5.(i)). Podle Poznámky (1) za Větou 6.3 pro Baire̊uv prostor,
který nemá vlastnost (Bℵ1), muśı platit c(X) > ℵ0 a za negace hypotézy kontinua
nemůže X být slabě α-favorabilńı. Prostor X0 z Př́ıkladu 7.1 je κ-PCP-prostor
pro κ menš́ı než nejmenš́ı reálně měřitelný kardinál (Poznámka 7.3), speciálně je
ℵ1-PCP-prostor. Prostor (X, T ) z Př́ıkladu 7.4 má vlastnost (Bκ) pro κ menš́ı než
nejmenš́ı měřitelný kardinál (Tvrzeńı 6.4.(iii)), a tedy (X, T (S)) je ℵ1-PCP-prostor
(Lemma 6.2.(iii)). Prostory zkonstruované v Př́ıkladu 7.5 jsou (dědičně) slabě α-
favorabilńı, a tedy za negace hypotézy kontinua jsou to ℵ1-PCP-prostory (Věta
5.3), ale za hypotézy kontinua to neńı zřejmé.
Jinou souvisej́ıćı otázkou je, zda existuje dědičně Baire̊uv prostor s těsnost́ı

ℵ1, který neńı PCP-prostor (podle Tvrzeńı 2.2 by takový prostor nebyl ℵ1-PCP-
prostor.)

Problém 8.2. Je konsistentńı předpokládat, že existuje (úplně) regulárńı dědičně
Baire̊uv prostor, který neńı PCP-prostor?

Př́ıklad 7.4 ukazuje Baire̊uv úplně regulárńı prostor, který nemá vlastnost (H)
(za předpokladu existence měřitelného kardinálu). Tento prostor však neńı dědičně
Baire̊uv, protože každá Eξ je uzavřená a homeomorfńı [0, 1)2

κ

, kde κ je nejmenš́ı
měřitelný kardinál, tedy jistě obsahuje jako uzavřenou podmnožinu kopii Nω1 , což
neńı dědičně Baire̊uv prostor. Položme totiž

F = {α = (αξ)ξ<ω1 ∈ Nω1 | (∀ξ < η < ω1)(αξ ≤ αη)}.

Pak F je zřejmě uzavřená neprázdná a nav́ıc pro každé α ∈ F je sup
ξ<ω1

αξ < +∞

(kdyby pro každé n existovalo ξn < ω1 tak, že αξn
> n, pak polož́ıme-li ξ = sup

n∈N
ξn,

pak podle definice F je αξ > n pro každé n, což je nemožné.) Tedy, polož́ıme-li
Fn = {α ∈ F | sup

ξ<ω1

αξ ≤ n} pro n ∈ N, pak Fn jsou uzavřené ř́ıdké podmnožiny F .

(Uzavřenost je zřejmá, pro d̊ukaz ř́ıdkosti zvolme libovolně α ∈ F a ξ1, ..., ξk < ω1.
Položme ξ = max

1≤j≤k
ξk a

βη =

{
αη η ≤ ξ,

max(αξ, n+ 1) η > ξ.

Pak β ∈ F \Fn, tedy v každém okoĺı libovolného prvku F jsme našli prvek F \Fn,
tedy Fn je ř́ıdká v F .) Nav́ıc F =

⋃
n∈N Fn, tedy F je prvńı kategorie v sobě.
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A žádný z dědičně Baireových prostor̊u, které nejsou PCP-prostory, zkonstruo-
vaných v Př́ıkladech 7.4 a 7.5 neńı regulárńı (Poznámka 6.9). A o regularitě prostoru
X0 z Př́ıkladu 7.1 nelze ř́ıci nic, alespoň pokud Φ je obecná dolńı hustota.

Problém 8.3. Je konsistentńı předpokládat, že existuje dědičně t-Baire̊uv (kom-
paktńı Hausdorff̊uv) prostor, který neńı PCP-prostor?

Jinými slovy, je konsistentńı předpokládat, že existuje dědičně t-Baire̊uv prostor,
který nemá vlastnost (H) (Tvrzeńı 2.1)? Tvrzeńı 4.10 ř́ıká, že existuje-li takový
prostor, již existuje měřitelný kardinál. Podle Věty 4.12 pak muśı takový pros-
tor mı́t těsnost alespoň rovnou nejmenš́ımu měřitelnému kardinálu, pseudováhu a
charakter (a silnou těsnost) pak větš́ı než nejmenš́ı měřitelný kardinál. Omeźıme-li
otázku na kompaktńı Hausdorffovy prostory, stač́ı se ptát, zda [0, 1]κ je PCP-prostor
pro všechna κ. Z Věty 4.12 plyne, že je to pravda pro κ nejvýš rovno nejmenš́ımu
měřitelnému kardinálu, např́ıklad pro jeho následńıka to z̊ustává otázkou.
Tvrzeńı 6.4.(iv) ř́ıká, že pokud kompaktńı Hausdorff̊uv prostorX nemá vlastnost

(B), pak c(X) > ℵ0 (tedy [0, 1]κ má vždy vlastnost (B) a t́ım sṕı̌se vlastnost (H)),
prostor X2 z Př́ıkladu 7.5 pak takovým prostorem je. Nicméně X2 má vlastnost
(H) (je totiž kompaktifikaćı úplného metrického prostoru, který má vlastnost (H)
podle Věty 2.3, a tedy podle Lemmatu 3.6.(i) i X2 má vlastnost (H).)
Obměnou d̊ukazu Tvrzeńı 4.10 lze dokázat, že t-Baire̊uv prostor X má vlastnost

(Hκ), právě když pro každý úplně Hσ-aditivńı systém E množin prvńı kategorie
v X, jehož mohutnost je nejvýš κ, je množina P =

⋃
{E × E | E ∈ E} prvńı

kategorie v X × X. (Má-li X vlastnost (Hκ), pak
⋃
E je prvńı kategorie v X, a

tedy P ⊂ (
⋃
E)× (

⋃
E) je prvńı kategorie. Obráceně, je-li P prvńı kategorie, pak

{µ ∈ Mt(X) | (µ× µ)∗(P ) = 0} ⊂ {µ ∈ Mt(X) | µ(
⋃
E) = 0},

a tedy podle Lemmatu 4.2 je
⋃
E prvńı kategorie v X.) Tedy speciálně, kdybychom

věděli, že pro každý Hausdorff̊uv kompaktńı prostor X a každý úplně Hσ-aditivńı
systém E množin prvńı kategorie v X je

⋃
{E×E | E ∈ E} prvńı kategorie v X×X,

věděli bychom, že všechny kompaktńı Hausdorffovy prostory jsou PCP-prostory.

Problém 8.4. Pro která κ je pravda, že Gδ-podmnožina κ-PCP-prostoru je κ-
PCP-prostor?

Pro κ = ℵ0 to pravda je, protože ℵ0-PCP-prostory jsou právě dědičně Baireovy
prostory. Přitom, pokud pro nějaké κ je to pravda, pak již všechny dědičně Baireovy
BPR-podmnožiny κ-PCP-prostoru jsou κ-PCP-prostory, což se dokáže s využit́ım
Lemmatu 3.6.(i).

Problém 8.5. Je pravda, že je-li X 2ℵ0-PCP-prostor, je jǐz κ-PCP-prostor pro
κ menš́ı než nejmenš́ı měřitelný kardinál? Je to pravda alespoň pro dědičně slabě
α-favorabilńı prostory?

Z d̊ukazu Věty 3 v [10,§2] plyne, že pokud prostor s konečnou mı́rou má vlastnost
(M2ℵ0 ) z Poznámky 7.3, pak má vlastnost (Mκ) pro κ menš́ı než nejmenš́ı měřitelný
kardinál. Vzhledem k určité analogii mezi (reálně) měřitelnými kardinály a prostory
bez vlastnosti (H) se nab́ıźı otázka, zda pro ně plat́ı analogie této věty. Avšak při
d̊ukaze citované věty se zřetelně využ́ıvá, že se jedná o konečnou mı́ru.
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Problém 8.6. Je pravda, že za předpokladu neexistence reálně měřitelných kardinál̊u
jsou všechny dědičně Baireovy prostory PCP-prostory?

Existence dědičně Baireova prostoru, který neńı PCP-prostor, je ekvikonsistentńı
existenci (reálně) měřitelného kardinálu (poznámka za Větou 6.3), je otázkou, zda
je i ekvivalentńı (jedna implikace plyne z Př́ıklad̊u 7.1, 7.4 a 7.5, ptáme se na
obrácenou).

Problém 8.7. Pro která κ je pravda, že pokud X, Y maj́ı vlastnost (Sκ) (resp.
(Hκ)) a pokud πw(Y ) ≤ ℵ0, pak X × Y má vlastnost (Sκ) (resp. (Hκ)?

Pro κ = ℵ0 to pravda je, což plyne z Kuratowského-Ulamovy věty. Přitom se
zdá, že jej́ı d̊ukaz v [6] nelze adaptovat pro větš́ı κ.

Daľśımi problémy jsou otázky, zda v některých větách jsou omezeńı kardinality
(těsnosti, charakteru, . . . ) nutná. Konkrétně jde o Věty 2.12.(ii) (srov. Poznámku
(1) za d̊ukazem Př́ıkladu 7.1), 4.12 (srov. Problém 8.3), 5.6.(ii) a 6.6.(ii) (prostory
zkonstruované v Př́ıkladech 7.4 a 7.5 maj́ı uzavřený podprostor, jehož Suslinovo
č́ıslo je měřitelný kardinál).
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Rejstř́ık

Uvád́ıme zde některé pojmy a značeńı v práci použ́ıvané. Tučně psané jsou od-
kazy na definice - na tvrzeńı, v němž nebo před ńımž je př́ıslušný pojem definován,
eventuelně na Úvod, je-li definován v úvodńı kapitole. Kurźıvou jsou psané odkazy
na tvrzeńı o př́ıslušných pojmech, přičemž A, B, C jsou odkazy na věty z úvodńı
kapitoly. Některé daľśı značeńı je pak popsáno v závěru úvodńı kapitoly.

BP = Baireova vlastnost
BPR = Baireova vlastnost v užš́ım smyslu

c(X) = Suslinovo č́ıslo

funkce fragmentovaná Úvod, A, B, C, 1.3
– maj́ıćı µ-skoro separabilńı obor hodnot 4.13, 4.13, 4.15
– prvńı Baireovy tř́ıdy Úvod, A, C
– – Borelovy tř́ıdy Úvod, A, B, C, 1.6
– – H-tř́ıdy 1.1, 1.3, 1.6, 1.8, 2.1, 4.13, 4.18, 7.1
– µ-měřitelná 4.13

hustota dolńı pro µ 7.2, 7.2, 7.3
– topologického prostoru 2.1

charakter (χ(X)) 2.6, 2.7, 2.12, 4.12, 5.4, 5.6, 6.6, 6.8, 7.6

ideál lokalizovatelný 6.1, 6.1, 6.7, 6.8, 6.9
–M∨N 6.1, 6.1
– S, Sσ 6.2, 6.1, 6.2, 6.7, 6.8, 7.4, 7.5
– σ- 4.7, 7.4, 7.5

kardinál měřitelný 4.7, 4.7, 4.10, 4.11, 4.12, 6.4, 6.5, 6.6, 6.7, 6.8, 7.4, 7.5,
8.3, 8.5

– reálně měřitelný 7.1, 7.3, 8.6
– regulárńı 2.8, 2.8, 2.10
– slabě nedosažitelný 2.10, 2.10, 2.11, 2.12, 5.2, 5.5, 5.6

mı́ra Radonova 4.1, 7.3
– τ -aditivńı 4.1

množina Bernsteinova 7.8
– dokonalá 7.8
– H- 1.1, 1.1, 1.2, 1.6, 1.7, 1.9, 1.10, 3.1, 4.8
– Hδ 4.6
– Hσ 1.1, 1.6, 4.13, 4.17
– hustě rozložená 7.8
– lokálně spočetná 7.6
– radonovsky měřitelná 4.1
– ř́ıdce rozložená 7.8
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– µ-měřitelná 4.1, 4.9
– τ -měřitelná 4.1, 4.8

PCP = vlastnost bodu spojitosti
prostor Baire̊uv 2.5, 2.11, 2.12, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7, 4.3, 4.7, 6.1, 6.2, 6.3, 6.7,

7.7
– čechovsky úplný 4.6
– dědičně Baire̊uv Úvod, 1.3, 1.4, 2.3, 2.5, 2.7, 2.9, 2.11, 2.12, 3.1, 3.8,

4.5, 4.6, 4.18, 6.1, 6.5, 7.4, 7.5, 7.6, 8.1, 8.2, 8.6
– – slabě α-favorabilńı 5.1, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 6.5, 6.6, 8.5
– – t-Baire̊uv 4.1, 4.5, 4.11, 4.12, 4.13, 4.17, 4.18, 8.3
– H-úplný 4.6, 4.6, 4.18
– M(X) 4.1, 4.1, 4.2, 4.3, 4.15
– Mt(X) 4.1, 4.9, 4.13
– Mτ (X) 4.1
– P(X), Pt(X), Pτ (X) 4.19, 7.8
– PCP-, κ-PCP- 2.1, 2.1, 2.2, 2.3, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8, 2.9, 2.11, 2.12, 3.1,

3.2, 3.3, 3.8, 4.11, 4.12, 4.17, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 6.2, 6.3, 6.5, 6.6, 6.7, 6.8, 7.1,
7.3, 7.4, 7.5, 7.7, 8.1, 8.2, 8.3, 8.4, 8.5, 8.6

– ř́ıdce rozložený 3.3, 7.6
– skoro čechovsky úplný 4.6, 4.6, 6.4, 6.7
– slabě α-favorabilńı 5.1, 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 6.1, 6.4, 6.6, 6.7,

6.8
– t-Baire̊uv 4.1, 4.4, 4.10, 4.12, 4.14
– α-favorabilńı 5.1, 6.1, 7.4

pseudobáze 2.4, 6.1, 7.6
pseudováha (πw(X)) 2.4, 2.4, 2.5, 2.12, 4.12, 5.4, 5.6, 6.1, 6.4, 6.6, 6.8,

7.6, 7.7, 8.7

rozklad polootevřený 1.2, 1.2, 1.3, 1.7, 1.8

SBP = silná Baireova vlastnost
SBPR = silná Baireova vlastnost v užš́ım smyslu
Suslinovo č́ıslo (c(X)) 2.10, 2.10, 2.11, 2.12, 4.9, 5.5, 5.6, 6.1, 6.4, 6.5, 6.6,

6.7, 6.8, 7.4, 7.6
systém rozptýlený 3.2
– úplně aditivńı 2.1
– – BP-aditivńı 4.9
– – Hσ-aditivńı 4.7, 4.17, 8.3
– – SBP-aditivńı 5.1, 6.3

těsnost 2.2, 2.2, 2.3, 2.12, 4.12, 5.4, 5.6, 6.6, 6.8, 7.6, 8.1
– silná 2.8, 2.8, 2.9, 2.12, 4.12, 5.4, 5.6, 6.6, 6.8

topologie slabá na prostoru měr 4.1
topologie T (N ) 6.2, 6.2, 6.7, 6.8, 6.9, 7.4, 7.5, 7.6
– T (S), T (Sσ) 6.2, 7.4, 7.5, 7.7

vlastnost (B), (Bκ) 6.2, 6.2, 6.3, 6.4, 7.5, 8.1, 8.3
– Baireova (BP) 1.2, 6.1
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– – v užš́ım smyslu (BPR) 1.2, 4.5, 4.6, 4.13, 6.3, 6.5, 8.4
– bodu spojitosti (PCP) Úvod, A, B, C, 1.3, 1.4, 1.8, 2.1, 4.13, 4.18
– (H), (Hκ) 2.1, 2.1, 2.4, 3.6, 3.7, 4.10, 4.12, 6.2, 6.3, 7.4, 8.1, 8.2, 8.3,

8.7
– (Mκ) 7.3, 8.5
– (O) 3.2, 3.2
– (S), (Sκ) 2.1, 2.1, 2.4, 2.5, 2.10, 2.11, 2.12, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 6.3,

6.6, 8.7
– silná Baireova (SBP) 1.2, 1.9, 6.1
– – – v užš́ım smyslu (SBPR) 1.2, 1.3, 1.9, 1.10

πw(X) = pseudováha
χ(X) = charakter


