I1.1 Pojem posloupnosti

Definice. Je-li kazdému pfirozenému cislu n prifazeno realné ¢islo a,,, rikame,
ze {an,}>2, je posloupnost realnych &isel. Cislo a,, nazyvame n-tym €lenem posloup-
nosti {a, }5° ;.

Poznamka. Misto {a,}>° ; piSeme casto jen {a,}.

Definice. MnoZinou &lenii posloupnosti {a,, }5° ; rozumime mnozinu
{r e R; In € N: a, = z}.

Definice. Rekneme, ze posloupnost {a,} je shora omezend, je-li mnozina jejich
¢lent shora omezenda. Analogicky definujeme zdola omezenou a omezenou posloup-
nost.

Definice. Rekneme, 7e posloupnost {a,} je

rostouci, jestlize pro kazdé n € N plati a,, < an41;
klesajici, jestlize pro kazdé n € N plati a,, > any1;
nerostouci, jestlize pro kazdé n € N plati a,, > ay41;
neklesajici, jestlize pro kazdé n € N plati a,, < ap11;
monotonni, je-li nerostouci nebo neklesajici;

ryze monotonni, je-li rostouci nebo klesajici.

Definice. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti redlnych ¢isel.

Souttem posloupnosti {a,,} a {b,} rozumime posloupnost {a,, + b, }.
Analogicky definujeme rozdil a soucin posloupnosti.

Necht v8echny ¢leny posloupnosti {b,, } jsou nenulové. Pak podilem posloup-
nosti {a, } a {b,} rozumime posloupnost {3 }.

Je-li A € R, pak A-ndsobkem posloupnosti {a,,} rozumime posloupnost
{Aan, }.

I1.2 Vlastni limita posloupnosti

Definice. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢isel. Rekneme, ze éfslo a € R
je limitou posloupnosti {a,, }, jestlize ke kazdému kladnému ¢islu ¢ existuje takové
prirozené ¢islo ng, ze pro vSechna pfirozena Cisla n > ng plati |a, — a| < €; tj.
pokud plati

Ve e R,e >03dng e NVn € N,n > ng: |a, —a|] <e.
V tom piipadé fikdme rovnéz, ze posloupnost {a,, } ma limitu a; posloupnost {a,, }

konverguje k a. Zapisujeme lim a, = a nebo jen lima,, = a nebo téz a, — a.
n—oo

Poznamka. Necht {a,} je posloupnost redlnych c¢isel a a € R. Pak
ap — a < a, —a— 0<|a, —al — 0.

Definice. Necht z € Race € R, € > 0. e-ovym okolim bodu  rozumime mnozinu
B(z,e)={yeR:|ly—z|<e}=(x—e,x+¢).



Poznamka. Cislo a je limitou posloupnosti {a,}, pravé kdyz
Ve e R,e >0dng € NVn € N,n > ng: a, € B(a,¢).

Véta 1 (jednoznac¢nost limity).  Kazdd posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
Véta 2. Budiz {a,} konvergentni. Potom je {a,} omezena.

Definice. Necht {a,}>° je posloupnost realnych ¢isel. Rekneme, ze posloup-
nost {by }7>, je vybrana posloupnost z {a, };2; (nebo téz podposloupnost posloup-
nosti {ay}), jestlize existuje rostouci posloupnost pfirozenych cisel {ng}g2
takova, ze by = a,, pro kazdé k € N.

Véta 3 (limita vybrané posloupnosti).  Necht {b;}?° , je vybrana podposloup-
nost z posloupnosti {a, }°° ;. Jestlize lim a, = A € R, pak také lim by = A.

n—-+oo k—4o0
Poznamka. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel, a € R a K > 0. Pfed-
pokladejme, ze plati
Vee R,e>03dng e NVne N,n >ng : |a, —a| < Ke.
Pak a,, — a.
Véta 4 (aritmetika limit).  Necht lima, = A € R alimb, = B € R. Potom
plati:
(i) lim(a, £b,) = A+ B,
(ii)) lim(a, -b,) = A- B,
(iii) je-li B # 0 a b, # 0 pro vSechna n € N, je lim(a, /b,) = A/B.

Poznamka. Je-li limb, = B a B # 0, pak existuje takové ng € N, Ze pro
v8echna n > ng plati b, # 0. Proto i v tomto pfipadé casto mluvime o posloup-
nosti {a,/b,}, tiebaze nékolik jejich ¢lent neni definovano. Pak v bodé (iii)
Véty 4 1ze skrtnout predpoklad nenulovosti vSech ¢lenu posloupnosti {b,, }.
Véta 5 (limita a usporddani).  Budte {a,}, {b,} dvé konvergentni posloup-
nosti. Ozna¢me A =lima,, B = limb,.
(i) Necht A < B. Potom existuje ng € N takové, ze pro kazdé prirozené
n > ng je a, < b,.
(ii) Necht existuje ng € N takové, Ze pro kazdé prirozené n > ng je a, > by,.
Potom A > B.

Véta 6 (o dvou policajtech).  Budte {a,}, {b,} dvé konvergentni posloupnosti
a {c,} takova posloupnost, ze plati:

(i) Inp e NVn >ng : an < ¢, < by,
(ii) lima, = limb,.
Potom existuje limc¢,, a plati limc¢,, = lim a,,.

Véta 7.  Necht lima,, = 0 a necht posloupnost {b,} je omezena. Potom
lim a,b, = 0.



