AprpeEnDIX 2: Néco malo z teorie miry

A2.1 Nezaporna mira, abstraktni Lebesguetlv integral

Necht  je néjakd mnozina a X je néjaky systém podmnozin 2. X je o-algebra,
pokud plati
(a) 0 eX;
(b) AcX=Q\AelX;
(c) je-li (A,,) posloupnost prvka X, pak |J -, 4, € X.
Necht  je néjakd mnozina a ¥ néjaka o-algebra podmnozin . Pak dvojici
(2, X) fikdme méfitelny prostor. Mirou na (€2, ¥) rozumime kazdou funkci p : ¥ —
[0, 0o] spliujici podminky:
(a) p(0) = 0;
(b) je-li (A,) posloupnost po dvou disjunktnich prvka ¥, pak p(lJ -, A,) =
Zn:l M(An>
Mira p se nazyva
e konecna, pokud u(Q2) < oo;
e o-konetna, pokud existuje posloupnost (4,,) prvka ¥ takovd, ze Q = J-, A
a u(Ay,) < oo pro kazdé n;
e Uplna, pokud pro kazdou A € ¥ splnujici u(A) = 0 je kazda jeji podmnozina
métitelna (tj. patii do X).
Neni-li ¢ aplna, da se zuplnit. Jeji zaplnéni je mira p definovana na o-algebie
i, kde
S={AcQ;3IB,CeX:BCAcCC & u(C\ B) =0}

a (A) = u(B)(= u(C)), kde B, C jsou jako vyse.
Funkce f : Q) — I se nazyva
o méfitelnd, pokud f~}(U) € X pro kazdou U otevfenou;
e jednoducha, nabyva-li jen kone¢né mnoha hodnot;
o p-méfitelnd, pokud f~1(U) € 5. pro kazdou U otevienou.



Necht f : Q@ — F je méfitelna. Jeji integral podle p se definuje postupné
takto:
e Je-li f jednoduché a nezaporna, pak f lze napsat ve tvaru f = Z?Zl CiXA;
kde ¢c; > 0 a A; € ¥ jsou po dvou disjunktni mnoziny. Pak definujeme

/ Fdp=">"c;u(Ay),
Q =

pfi¢emz pouzivame konvenci 0 - (+00) = 0.
e Je-li f nezaporna, definujeme

/ fdu= Sup{/ sdu; 0 < s < f, s jednoducha méfitelna}.
Q Q

Hodnota tohoto integralu muze byt cokoli z intervalu [0, oc].
e Je-li f redlna, definujeme

Lfdu=[2f+du—[2f_du,

pokud rozdil ma smysl. Hodnota muze byt cokoli z intervalu [—o0, co], smysl
nema rozdil oo — co. Pokud integral existuje a jeho hodnota je realné cislo,
f se nazyva integrovatelna.

e Je-li f komplexni, definujeme

/Qfd,u:/QRefd,u%—i/QImfd,u,

pokud oba integraly vpravo jsou konecné.
Poznamka: Je-li f p-méritelna, pak integralem fQ fdu rozumime integral
fQ fdu. Pro takovou f také existuje méritelnd g, ktera je rovna f pu-skoro
vsude.



A2.2 Komplexni a znaménkové miry
Necht (€2,3) je méfitelny prostor. F-hodnotovou mirou rozumime funkci p :

Y — F spliujici podminky (a) a (b) z definice nezdporné miry. R-hodnotové mire

rikdme znaménkova mira, C-hodnotové mire fikdme komplexni mira. (U znaménko-

virch mér se nékdy pripousti i nekoneéné hodnoty, ale v Uvodu do funkcionalni
analyzy tento pfipad nebudeme uvazovat.)

e Je-li 4 komplexni mira, jsou Re pu a Im p znaménkové miry.

e Je-li 1 znaménkova mira, existuje jeji jednozna¢ny Hahniiv rozklad, tj. dvé
kone¢né nezdporné miry put a =, které jsou vzdjemné ortogonalni (tj. ex-
istuje A € X takova, ze uT(A) = 0a u (2\ A) = 0) a pro které plati
p=pt —p~. Soucet té&chto mér |u| = ™ + u~ se nazyva absolutni variace p.
Zminéné miry lze vyjadrit vzorci

p(A) =sup{u(B); B €%, B C A},
1 (A) = —inf{u(B); BE X, B C A},

1l (4) = sup{ 3" [u(B,)| < Bu, .., By €3
7=1 a jsou to po dvou disjunktni podmnoziny A}.

e Je-li u komplexni mira, jeji absolutni variace || 1ze definovat stejnym vzorcem
jako vyse a je to konecna nezaporna mira.
Integral z méritelné funkce f podle F-hodnotové miry se definuje takto:

o Je-li pu znaménkova, pak [, fdu = [, fdut — [, fdu~, mé-li vyraz vpravo
smysl.

e Je-li p komplexni, pak [, fdu = [, fdRep + i [, fdImp, mé-li vyraz
vpravo smysl.
Zékladni odhad pro integral: Necht p je F-hodnotovd mira a f :  — C je

métitelnd funkce, pro kterou integral fQ f du existuje. Pak

/Qfdu‘S/QIf\dlu\-

A2.3 Regularni miry na metrickych prostorech

Necht (M, d) je metricky prostor. Ozna¢me symbolem B borelovskou o-algebru,
tj. nejmensi o-algebru podmnozin M obsahujici oteviené mnoziny. Borelovskou
mirou na M rozumime miru na (M, B).

e Nezaporna borelovska mira p na M se nazyva reguldrni, pokud pro kazdou

A € B plati

w(A) = inf{u(U); U D A oteviena} = sup{u(F); F C A uzaviena}



e Je-li i navic konecné, staci ovérovat jen jednu z rovnosti, druha plyne snadno
pomoci prechodu k doplnkdm.

e [F-hodnotova borelovskd mira na p se nazyva regularni, je-li |u| regularni.

e Jelikoz F-hodnotové miry jsou automaticky konecné, je takova mira regularni,
pravé kdyz plati

VA € BVe > 03JF, G C M, G oteviena, F' uzaviena,
FCACG,|ul(G\F)<e.

Jiny pristup: Nékdy se borelovskou mirou rozumi mira definovana na néjaké
o-algebre > D B. Regularni mirou se pak rozumi mira definovana na > D B,
kterd spliuje vyse uvedenou definici, v niz se B nahradi . Tento piistup je
vSak ekvivalentni vyse uvedenému, protoze plati nasledujici tvrzeni:

Necht' 11 je mira definovana na néjaké o-algebre 3 D B. Oznacme up zuzeni
11 na o-algebru B. Necht ip je ztuplnéni up, piislusné o-algebra necht je B. Pak
nasledujici dvé podminku jsou ekvivalentni:

(a) p je regularni.
(b) pp je regularni, ¥ C B au =g na¥. Proto u-méfitelné funkce splyvaji s
up-méritelnymi a je jedno, zda integrujeme podle p nebo podle pp.

A2.4 Radon-Nikodymova véta

Necht p je nezaporna o-koneéna mira na (€2,X). Necht v je F-hodnotova
mira na (£2,X), ktera je absolutné spojitd vzhledem k p, tj.

VAeX: u(A)=0=rv(A)=0.

Pak existuje p-integrovatelna funkce f : 2 — [F takova, ze pro kazdou A € X
plati

V(A):/Afd,u,.

Pak pro kazdou g : {2 — F méritelnou plati

/gdv=/gfdu,
Q Q

pokud aspon jeden z integralti ma smysl (tj. je roven néjakému komplexnimu
¢islu).



