I1. Spojité linearni funkcionaly a dualita
I1.1 Hahn-Banachova véta a jeji aplikace

Definice. Necht X je vektorovy prostor nad F. Zobrazeni p : X — R se nazyva
sublinearni funkcional, pokud mé nasledujici vlastnosti:

o Vz,y € X :p(z +y) <p(x)+p(y),

o Vx € XVt e (0,00) : p(tx) = tp(x).

Pokud zobrazeni p navic splnuje

o Vr € XVAeF:p(Ax) = |\ p(x),

pak se nazyva pseudonorma.

Poznamka. Je-li p sublinearni funkcionél, pak p(o) = 0. Sublinearni funkcionél
muze nabyvat i zapornych hodnot, pseudonorma nabyva pouze nezapornych
hodnot. Pseudonorma splnuje vSechny vlastnosti normy, az na to, ze muze
nabyvat nuly i v nékterych nenulovych vektorech.

Definice. Necht X je vektorovy prostor nad F a U C X je konvexni mnoZina

obsahujici o.

e Rekneme, ze U je pohlcujici, pokud pro kazdé z € X existuje t > 0, pro které
tr e U.

e Je-li U pohlcujici, definujeme Minkowského funkciondl mnoziny U vzorcem

pu(z) =inf{t > 0:z € tU} ( =inf{t > 0: jz € U}).

Lemma 1 (o Minkowského funkciondlu).  Necht X je vektorovy prostor nad
F a U C X je konvexni mnozina obsahujici o.
(a) Je-li U pohlcujici, pak py je sublinearni funkcional.
(b) Je-li U pohlcujici a absolutné konvexni (tj. navic plati x € U X € F, |\ <1 =
Ax € U), pak py je pseudonorma.
(c) Je-li X navic normovany linearni prostor a o je vnitinim bodem U, je U
pohlcujici a py je lipschitzovsky (a tedy spojity) na X.

Véta 2 (algebraickd verze Hahn-Banachovy véty).  Necht X je realny vek-
torovy prostor, p : X — R sublinearni funkcional, Y CC X vektorovy podprostor
a f:Y — R linearni funkcional. Pokud pro kazdé x € Y plati f(x) < p(x), pak
existuje linearni funkcional g : X — R takovy, ze

e g(z) = f(x) pro kazdé x € Y,

e g(z) < p(x) pro kazdé x € X.



Lemma 3 (rozsifeni funkciondlu o jednu dimenzi).  Necht X, Y, p a f jsou
jako ve Vété 2. Necht oy € X \ Y. Pak existuje takové o € R, Ze plati
Vy c YVt e R: f(y) +ta < p(y + tzg).

Véticka 4. Necht X je vektorovy prostor nad F, f : X — T linearni
funkcional a p pseudonorma na X . Pokud pro kazdé x € X plati Re f(x) < p(z),
pak pro kazdé x € X plati |f(z)| < p(z).

Dusledek 5 (algebraickd Hahn-Banachova véta pro pseudonormu). Necht
X je vektorovy prostor nad I, p je pseudonorma na X, Y CC X vektorovy
podprostor a f : Y — [T linearni funkcional. Pokud pro kazdé x € Y plati
|f(x)| < p(x), pak existuje linedrni funkcional g : X — F takovy, Ze

e g(x) = f(x) pro kazdé x € Y,

e |g(x)| < p(x) pro kazdé x € X.

Véta 6 (Hahn-Banachova o rozsifeni).  Necht X je normovany linearni prostor
nad F, Y vektorovy podprostor X a f € Y*. Pak existuje g € X* takové, zZe

gly = falgll =Ifl

Dusledek 7. Necht X je normovany linearni prostor a x € X. Pak existuje
f e X* takové, ze ||f|| <1 a f(x) = ||z|.

Dusledek 8 (dudlni vyjadifeni normy).  Necht X je normovany linearni pros-
tor. Pak pro kazdé x € X plati ||z|| = max{|f(x)|; f € Bx~}.

Véta 9. Necht X je normovany linearni prostor, Y jeho uzavieny podprostor
axrg € X \Y. Pak existuje f € X* takové, ze ||[f|| = 1, fly = 0 a f(xg) =
dist(zg,Y).
Dusledek 10 (dtkaz hustoty pomoci Hahn-Banachovy véty).  Necht X je
normovany linearni prostor a Z CC Y CC X jsou vektorové podprostory. Pak
podprostor Z je husty v Y, pravé kdyz plati
VieX*: flz=0= fly =0.

Véta 11 (Hahn-Banachova véta o oddélovani).  Necht X je normovany linearni
prostor nad F a A, B C X jsou dvé disjunktni konvexni mnoziny.

(1) Pokud A ma& nepréazdny vnitrek, pak existuje f € X*\ {0} a ¢ € R, pro

ktera plati

Ve € AVy € B:Re f(z) < ¢ < Re f(y).

(2) Je-li A kompaktni a B uzaviena, pak existuje f € X* a ¢,d € R, pro
ktera plati

Ve € AVy € B:Re f(z) < c<d < Ref(y).



