1.7 Realné a komplexni normované linearni prostory

Definice. Necht X je komplexni normovany linedrni prostor. Symbolem Xpg
ozna¢me prostor X uvazovany jako realny. Tj. Xpg je tatdz mnozina jako X
uvazovana s operaci sc¢itani jako v X, s nasobenim realnym cislem jako v X a
se stejné definovanou normou.

Tvrzeni 47 (realnéd verze komplexniho normovaného linearniho prostoru).
Necht X je komplexni normovany linearni prostor. Pak plati:

(a) Xg je realny normovany linearni prostor.

(b) Xgr je uplny, pravé kdyz X je uplny.

(c) Je-li norma na X generovana skalarnim soucinem (-,-), pak norma na Xp
je generovand skalarnim soucinem danym vzorcem (x,y)r, = Re(x,y) pro
z,y € Xpg.

(d) Je-li p € X*, pak funkcional ¥(x) = Rep(x), x € X, patii do (XRr)* a plati
191 = Tlell

(e) Je-li v € (XRr)*, pak existuje pravé jeden funkcional ¢ € X* takovy, ze
Y(z) = Reyp(x), prox € Xg. Je dan vzorcem (x) = 1p(x) — i (ix) a spliuje
[l = [l

(f) Prostory (Xgr)* a (X*)g jsou izometrické.

Tvrzeni 48 (komplexni struktura na readlném normovaném linedrnim prostoru).
Necht X je realny normovany linearni prostor. Pak X je izomorfni Yr pro
néjaky komplexni normovany linedrni prostor Y (tj. na X existuje komplexni
struktura), pravé kdyz existuje T' € L(X), pro ktery plati T? = —Idx. Nésobeni
komplexnim ¢islem se pak na X definuje predpisem (« + fi)x = ax + T x pro
o, B € R az € X anorma napiiklad vzorcem ||z||,, = sup{||e’z||; ¢ € R}.

Poznamka. Na nékterych redlnych prostorech komplexni struktura existuje
(naptiklad na R™ pro n sudé; na co(I') a ¢P(I') pro I" nekonecnou a libovolné
p € [1,00]) a na nékterych neexistuje (napfiklad na R"™ pro n liché nebo na
Jamesové prostoru zkonstruovaném R.C. Jamesem v roce 1950). Muze se stét, ze
na daném prostoru existuji dvé vzajemné neizomorfni komplexni struktury (viz
poznamka za Tvrzenim 49 nize).



Tvrzeni 49 (komplexné sdruzeny prostor). Necht X = (X, +,,||||) je kom-
plexni normovany linearni prostor. Pro x € X a A € C definujme
Aoz =X X,
Pak (X,+,®,]'||) je komplexni normovany linearni prostor. Znac¢ime ho X a
nazyvame komplexné sdruzenym prostorem k X. Plati:
(a) X je uplny, pravé kdyz X je uplny.
(b) Je-li norma na X dana skalarnim souc¢inem (-, -), pak norma na X je dana

skalarnim soucinem (z,y)., = (y,x), x,y € X.

Poznamka: X a X obecné nejsou (linearné) izomorfni. Priklad popsal
J. Bourgain v roce 1986. Nicméné, pokud X je jeden z prostoru C(K), Cp(T),
M(K), co(T'), ¢P(T") nebo LP(2, 3, 1), pak X a X jsou dokonce linedrné izo-

metrické.

Definice.
e Necht X je redlny vektorovy prostor. Jeho komplexifikaci rozumime komplexni
vektorovy prostor X¢o = (X x X, +,-), kde operace jsou definovany vzorci
(1, 22) + (y1,92) = (x1 + 2,41 + ¥2), (r1,22), (y1,92) € X X X;

(a+1if) - (x1,22) = (ax1 — Pro, xe + Bx1), (21,22) € X X X, 0, B € R.
Prvek (z1,x2) € X obvykle zapisujeme jako x1 + ixs.
e Necht X je redlny normovany linedrni prostor a X¢ je komplexifikace vek-
torového prostoru X. Normu ||-|| na X nazveme pfipustnou, pokud plati
I(z,0)[[ =z proze X a

Iz, =yl = [|(z,y)l  proz,y € X.
Prostor X opatieny pripustnou normou nazyvame néjakou komplexifikaci nor-

movaného linedrniho prostoru X.
e Komplexifikaci normovaného linearniho prostoru X se obvykle mysli prostor
X ¢ opatfeny normou
12, ) | i = sup{llaz + Byll; o, 8 € R, a? 4 5% < 1}

Tvrzeni 50 (komplexifikace).  Necht X je realny normovany linearni prostor.

(a) Kazdé dveé pripustné normy na X¢ jsou ekvivalentni.

(b) Norma |||, je piipustna a je nejmensi ze vsech piipustnych norem.

(c) X je uplny, pravé kdyz je jeho komplexifikace uplna.

(d) Pokud X = C(K,R), X = {(I',R) nebo X = ¢o(I',R), pak komplexifikaci
prostoru X je prostor C(K,C), - (I',C) nebo ¢y (I, C).

(e) Pokud X = LP(Q, %, u;R) nebo X = ¢P(I',R), kde p € [1,00), pak kanonické
zobrazeni (f,g) — f+1ig je izomorfismus prostoru X¢ na LP(Q, X, u; C) nebo
¢P (T, C), nikoli vsak izometrie.



