I.5 Struktura Hilbertovych prostorua

Priklad 30. Je-1i T libovolnd mnozina, pak prostor ¢*(T') je Hilbertiiv prostor, pokud ho
opatiime skalarnim soucinem
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Véta 31 (nejblizsi body v Hilbertovych prostorech).  Necht H je Hilberttiv prostor a C C H
neprazdna uzaviena konvexni mnozina. Pak pro kazdy bod x € H existuje prave jeden bod
y € C nejblizsi k x, tj. takovy y € C, ze

|z — y|| = dist(z, C) = inf{||z — z|| ;2 € C'}.

Tvrzeni 32 (charakterizace nejblizsiho bodu). Necht H je Hilbertiiv prostor, C C H
neprazdna uzaviena konvexni mnozina a x € H. Bod y € C je nejblizsim bodem k x, pravé
kdyz plati
Re(z —y,z —y) <0 pro kazdé z € C.
Specialné, pokud C' je uzavieny podprostor, pak y € C' je nejblizséim bodem k x, pravé kdyz
plati
(x —y,z) =0 pro kazdé z € C.

Definice. Necht H je realny prostor se skalarnim soucinem a x,y € H dva nenulové prvky.
Uhlem mezi vektory = a y rozumime takové « € [0, 7], pro které plati

cosa = Ty (tj. Q. = arccos M) .
[EIRIF [ERIF

Poznamka: Je-li H realny, pak podminka charakterizujici nejblizsi bod v Tvrzeni 32 fika, ze
po kazdé z € C' je thel mezi vektory x — y a z — y (tj. thel xyz) neostry (tj. pravy nebo tupy).

Definice. Necht H je prostor se skaldrnim souéinem.
e Rikdme, ze prvky x,y € H jsou kolmé (nebo ortogonalni), pokud (z,y) = 0. Tuto skute¢nost
zapisujeme x L y.
e Rikdme, 7e dvé podmnoziny A, B C H jsou navzajem kolmé (nebo ortogonalni), pokud = L y
pro kazdé r € A ay € B.
e Necht A C H. Ortogondlnim doplitkem mnozZiny A rozumime mnozinu
A+ ={xr € H;z 1 y pro kazdé y € A}.

Poznamka. At je uzavieny podprostor H pro kazdou podmnozinu A C H.

Véticka 33 (Pythagorova véta).  Necht H je prostor se skalarnim soucinem a x,y € H jsou

dva kolmé prvky. Pak ||z +y|> = ||lz||*> + |lyl|°>. (Je-li H relny, plati i obraceni — jestlize
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lz +yl” = ll=lI” + [lylI°, pak = L y.)

Véta 34 (ortogonalni doplnék a ortogonélni projekce).  Necht H je Hilbertuv prostor aY C H
je uzavreny podprostor. Pro kazdé x € H oznacme Px bod v 'Y nejblizsi k x. Pak plati:

(a) P je linedrni projekce, ||P|| <1, P(H) =Y, Ker P =Y.

(b) I — P je linedrni projekce, |[I — P| <1, (I — P)(H) =Y, Ker(I - P) =Y.

(c) Pro kazdé x € H je (I — P)x bod v Y nejblizsi k .

(@ (yH)t =Y.

(e) Pro kazdé x € H existuje pravé jedna dvojice prvkiiy € Y a z € Y+ spliiujici x = y + z.

Definice. Projekce P z Véty 34 se nazyvéa ortogondlni projekce na podprostor Y.



Definice. Necht H je prostor se skalarnim soucinem a (e;);cs je indexovany systém prvkvi
H. Tento systém se nazyva

e ortogonalni, pokud pro kazdé dva rtzné indexy j, k € J plati e; L ex;

e ortonormalni, pokud je ortogonalni a navic pro kazdé j € J plati |le;|| = 1.

Poznamka. Je-li (e;);cs ortogondlni systém neobsahujici nulovy vektor, pak systém (”Zﬁ) jed
je ortonormalni. Déale se budeme zabyvat jen ortonormalnimi systémy, nicméné uvedena tvrzeni
lze s vyuzitim zminéného postiehu pouzit (patficné upravend) i pro ortogonalni systémy.
Véta 35 (Besselova nerovnost). Necht H je prostor se skaldrnim soucinem a (e;);cy je
ortonormalni systém v H. Pak pro kazdé x € H plati
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Definice. Necht H je prostor se skalarnim soucinem a (e;);cs je ortonormalni systém v H.
Rikame, Ze tento systém je
e maximalni ortonormadlni, pokud k némmu nelze pridat zddny prvek tak, aby systém zistal
ortonormalni, tj. pokud {e;;j € J}+ = {0};
e (pIny ortonormalni, pokud linedrni obal mnoziny {e;;j € J} je husty v H;
e ortonormalni baze, pokud pro kazdé x € H existuji koeficienty (x;);cs v F takové, ze
x=> jeg Tj€j
Poznamky. Kazda ortonormalni baze je iplny ortonormalni systém. Kazdy tplny ortonormalni
systém je maximalni. Kanonické jednotkové vektory tvofi ortonormalni béazi prostoru ¢2(T").

Véta 36.  Necht H je Hilbertuv prostor a (e;)jc je ortonormalni systém v H. Nasledujict
podminky jsou ekvivalentni.
i) (e;)icy je maximalni ortonormalni systém.
jlieg J AL
(ii) (ej)jes je uplny ortonormalni systém.
(iii) (e;)jes je ortonormalni baze.
(iv) Pro kazdé x € H platiz =3 _;_;(x,¢;) €;.
(v) Pro kazdé z,y € H plati (z,y) = > _.c; (z,€;5) (y, €5)
ol =3 e [(x,e5))
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Dusledek 37. Kazdy Hilbertiiv prostor ma ortonormalni bazi.

(vi) (Parsevalova rovnost) Pro kazdé x € H plati

Dusledek 38 (Riesz-Fisherova véta).  Necht H je Hilbertiv prostor a (e;),e.; néjaké ortonor-
malni baze. Pak zobrazeni T : /*(J) — H definované piedpisem

T(f) =2 es f)es,  fe2(d),
je izometrie prostoru £2(.J) na H. Tedy, kazdy Hilbertiiv prostor je izometricky prostoru ¢*(.J)
pro néjakou mnozinu J.

Poznamka. V separabilnim prostoru se skalarnim soucinem je kazdy ortonormalni systém
spocetny.

Dusledek 39 (Riesz-Fisherova véta pro separabilni prostory).  Kazdy nekonecné-rozmérny
separabilni Hilbertiiv prostor je izometricky prostoru (2.

Dusledek 40 (vyjadfeni ortogonalni projekce). Necht H je Hilberttiv prostor a Y jeho
uzavieny podprostor. Necht (e;);c; néjaka ortonormalni baze prostoru Y. Pak ortogonalni
projekci na Y lze vyjadrit vzorcem

Pr=3%;(ze)ej, x€H.



