I.4 Rady v normovanych linearnich prostorech

Definice. Necht X je normovany linedrni prostor a (x,,) posloupnost prvki X.

Rikdme, ze fada Y - | x, je

e konvergentni, je-li posloupnost ¢asteénych souétit (3 ;_; ), konvergentni
v prostoru X, jeji limitu pak nazyvame souctem rady;

e absolutn& konvergentni, je-li ¢iselnd fada Y - | ||z, || konvergentni;

e bezpodminecné konvergentni, pokud kazdé jeji prerovnani je konvergentni. (Pre-
rovnanim uvedené rady rozumime radu Zzo:l Tr(n), kde T je néjaka permutace
mnoziny N.)

Poznamky:

(1) Pokud je fada bezpodminecné konvergentni, pak vSechna pferovnani
maji tyz soucet.

(2) Rada realnych (nebo komplexnich) éisel je absolutné konvergentni, prave
kdyz je bezpodminec¢né konvergentni.

Tvrzeni 26 (Gplnost a konvergence fad).  Necht X je normovany linearni
prostor. Pak X je uplny, pravé kdyz kazda absolutné konvergentni rada v X je
konvergentni.

Je-li X uplny, pak kazda absolutné konvergentni rada je dokonce bezpod-
minecné konvergentni.

Poznamky:

(1) Je-li X Banachuv prostor konecné dimenze, pak kazda bezpodminecné
konvergentni fada v X je absolutné konvergentni. (Pro F" s nékterou
z norem z Prikladu 2 to plyne z Riemannovy véty a v oddilu 1.6 ukazeme,
ze kazdy prostor konecné dimenze je izomorfni prostoru ", kde n je jeho
dimenze.)

(2) Je-li X Banachuv prostor nekonecné dimenze, pak v X existuje bezpod-
minecéné konvergentni rada, kterd neni absolutné konvergentni. To rika
netrivialni véta dokdzana A. Dvoretzkym a C.A. Rogersem v roce 1950.

Tvrzeni 27 (charakterizace bezpodmine¢éné konvergence).  Necht X je nor-
movany linedrni prostor a (z,,) posloupnost prvkii X. Rada Zzo:l X, je bezpod-
minecné konvergentni a ma soucet x € X, pravé kdyz plati

nekr

Ve > 0 dFy C N konec¢na VF C N konecnou, F D Fj : < €.




Definice. Necht J je nepridzdna mnozina, X normovany lineadrni prostor a
x; € X pro kazdé j € J.

e Symbol } . ;z; nazyvame (zobecnénou) fadou v X.

e Prvek x € X nazveme souCtem této rady, pokud

Ve > 0 dFy C J konecna VF' C J konecnou, F' D Fy: ||x — Z x| <e.
JEF

Pokud ma fada soucet, fikame, Ze je (bezpodminecné) konvergentni.
e Uvedena tada je absolutné konvergentni, pokud konverguje ciselna zobecnéna
fada ) .c; [zl tj. pokud

sup Z |z || < oo.
FCJ kone¢néa jeF

Pokud J = (), klademe } .. ;z; = o.

Poznamka. Kazda rada ma nejvyse jeden soucet.

Tvrzeni 28 (nutnd podminka konvergence).  Necht X je normovany linearni
prostor. Je-li fada ) .. ; x; konvergentni v X, plati (||z;||)jes € co(J).

Tvrzeni 29 (vlastnosti fad v Banachovych prostorech).  Necht' X je Banachiiv
prostor a ) . ;x; je fada v X.
(a) (Bolzano-Cauchyova podminka) Tato fada je konvergentni, pravé kdyz plati

Ve > 0 3Fy C J konecnd VF C J konecnou, FNFy=10: Z x| <e.
JEF

(b) Je-li }_,c; x; absolutné konvergentni, je i konvergentni.
(c) Je-liy ;. ; xj konvergentni, pak > ; x; je konvergentni pro kazdou J' C J.

Poznamka: Rada >~ jeg TV normovaném linedrnim prostoru konverguje k prvku
x, pravé kdyz plati néasledujici podminky:

o Jo={j € J;z; # o} je (nejvyse) spocetna.

o Je-li Jo konecnd, pak x =}, ; ;.

e Je-li Jy nekonecnd, pak pro kazdé ocislovani Jo = {jir;k € N} plati

L = Zzozl L, -



