IV.3 Fourierova transformace a Schwartziv prostor
Znaceni a timluva: Pfipomeiime, Ze A% znaéi Lebesgueovu miry na R?. Ozna¢me mg = (27r)’d/ 2\1. V tomto
oddilu budeme prostorem LP(R?) rozumét prostor LP(mg). Taktéz konvoluci budeme uvazovat vici této mive, tj.

Fea@) = [ rwoe—v)amaw) = G [ @t - vy
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Navic, vSechny prostory uvazujeme komplexni.
Definice. Nechf f € L'(R?). Fourierovou transformaci funkce f nazyvame funkci J?deﬁnovanou vzorcem

~ . 1 .
f(t) = Rd f(w)e—l(t,a:> dmd(IB) = W /Rd f($)6_1<t’w> d:c, te Rd.

Poznamky:

e (t,x) zna¢i standardni skaldrni soucin ¢t a « v R™. V literatufe se ¢asto znadi t - &, my se pfidrzime znadeni
z prvni kapitoly.

e Pro t € R? definujme funkci e; vzorcem ey(x) = e’t®) pro & € R%. Tyto funkce se ¢asto nazjvaji charaktery na
R?. Fourierova transformace lze jejich pomoci vyjadfit takto:

o~

f) = (fre)© = [ focoedma proteRla fe LR

e Kaizdy charakter e; je spojita funkce spliujici |e;| = 1 na R?. Odtud je ziejmé, 7ze pro kazdé f € L'(R?) je
funkce fdeﬁnované na R? a spliiuje HfH < fll;-
oo

Tviz\eni 8 (zakladni vlastnosti Fourierovy transformace).  Necht f,g € L'(R?) a t,y € R%. Pak plati:
(4) f =y T
(b) e/y\f :ny
(c) frg=1-7 ~ ~
(d) Necht A >0 a h(z) = f(%), © € R%. Pak h(t) = X f(\t) pro t € R%.
(€) Jya f-Gedma = fou F-gdma. N

(f) Necht j € {1,...,d} a gL € L}(R?), pak 2L (t) = it; f(¢).
(g) Necht j € {1,...,d} a funkce g(x) = z; f(x) patii do L*(R?), pak § = ig—i.
(h) Funkce fA’je spojita na R<.

Definice a znaceni:

e Prot € R? a multiindex o € N¢ ozna¢me t* = % - ... - t5?. (Stejné znadeni budeme pouzivat i pro t € C%.)
o Polynomem na R? rozumime funkci P na R¢ tvaru

P(t) > cat®, teRY

a€NG,|a|<N

kde N € Ng a co, @ € Nd,|a| < N jsou néjaka komplexni é&isla (koeficienty polynomu P). Pokud navic existuje
multiindex a, pro ktery || = N a ¢, # 0, fikdme, Ze polynom P mé stupeil N.
e Polynom na R¢ chapeme vzdy jako funkci na R?, tj. jako funkci d realngch proménngch. Nicméné do takového
polynomu Ize zfejmym zptisobem dosadit i prvky C¢, coz se bude obéas hodit.
e Je-li P polynom na R?, oznaéme symbolem P polynom na R? definovany vzorcem P(t) = P(it) pro t € R, tj.
(je-li P vyse uvedeného tvaru)
Pity= > illeat”, teR:
a€eNS |a|<N

e Jeli P polynom na R? vyse uvedeného tvaru a f je funkce t¥idy C> na R? pak symbolem P(D)f znacime
funkci definovanou vzorcem

PD)f= > caD"f.

a€Ng,|a|<N

(Tato definice ma smysl i pro funkce tiidy C*V.)



Dusledek 9. Necht N € N.
(a) Pokud f € CN(R?) a pro kazdy multiindex « spliiujici |o| < N plati D*f € L*(R?), pak pro tyto multiindexy
plati Do f(t) = ilolt2 f(t) pro t € RY.
(b) Pokud pro kazdy polynom P na R? stupné nejvyse N pliti P f e LY(RY), pak J?je tridy OV a pro multiindex

o~

a splijici |a| < N plati D*f(t) = (=)l (z — z* f(x)) (t).

Lemma 10.
(a) D% = il®lt*e; pro kazdy multiindex o € N¢.
(b) Je-li P polynom na R%, pak P(D)e; = P(t) - es.

Definice. Schwartzovym prostorem na R? rozumime prostor funkci

f € C®(RY); funkce = — (1 + ||z||>)N D f(x)
ARY) = je omezend na R
pro kazdé N € Ny a kazdy multiindex «

Nehrozi-li nedorozuméni (tj., je-li d pfedem dano), misto .#(R%) piseme jen .7.

Poznamka. Je-li g métitelnd funkce na [0, c0), pak plati
o0

[ e de = N(Bo.1) - [~ o () ar

R 0
ma-li jedna strana smysl. Tento vzorec lze snadno dokazat, je-li g charakteristickd funkce intervalu, s vyuzitim
regularity Lebesgueovy miry se dokaze pro charakteristické funkce méfitelnych mnozin a dale se postupuje zptisobem
standardnim v teorii miry. Z tohoto vzorce se snadno plyne, ze

/ 1 d < > d
———dmg < oo prom > —.
re (14 |l]*)™ 2

Véta 11 (vlastnosti Schwartzova prostoru a Fourierovy transformace na ném).
(a) 2(R™) C & C Co(RY) N Mpet,oo] LP(RY).
(b) Je-li f € . a P je polynom na R?, pak
P(D)f=P-f, P-f=PD)F.
(c) Fourierova transformace je linedrni zobrazeni . do ..
Dusledek 12.  Fourierova transformace je spojité linearni zobrazeni prostoru L*(R?) do prostoru Co(R?), jehoz
norma je nejvyse 1.
Lemma 13. Uvazme funkci ¢q(x) = e~ 3121”2 € Re. Pak plati ¢4 € ARY) a dg = ¢a.

Véta 14 (véta o inverzi pro Schwartziv prostor).
(a) Pro kazdé f € . plati

f(z) = fexdmg = W /Rd f(t)ez(t, ) dt.

Rd
(b) Fourierova transformace je linearni bijekce . na .. Navic pro kazdé f € .¥ plati

~
= ~

F=F F=r

~

Diisledek 15 (véta o inverzi pro piipad integrovatelné f).  Necht f € L*(R?) je takova, Ze fe LY(R9). Pak pro

skoro vSechna x € R? plati
~ 1 -
- cegdmy = ——— )t g,
f@)= [ Freadmi= g [ e

Poznamka: V dtkazu Dusledku 15 se hodi nésledujici pomocné tvrzeni: f € L}OC(RCI), fRd fg = 0 pro kazdé
g € 9(RY) = f = 0 skoro vsude.

Tvrzeni 16. Pro f,g € . plati ?B = f* g. Specialné, prostor .¥ je uzavieny na konvoluci.

Véta 17 (Plancherelova véta).
(a) Pro kazdé f € . plati f‘ L= 11£1l
(b) Existuje pravé jedna linedrni izometrie P prostoru L2(R%) na L2(RY) takova, e P(f) = f pro f € .
(c) Pro f € LY*(R?) N L?(R?) plati P(f) = f.




