IV.2 Aproximace hladkymi funkcemi

Definice. Necht d € N.
(a) Je-li f:RY — F spojita, pak jejim nosi¢em rozumime mnozinu

spt f = (@ € R f(x) # 0.

PRL,F) = {f € C>°(R,F);spt f je kompaktni}.
(c) Méfitelnou funkci f : R? — F nazjvame lokaln& integrovatelnou, jestlize pro
kazdé = € R? existuje takové r» > 0, Ze f je lebesguovsky integrovatelna
na U(x,r) (tj. fU(mm) |f| < o0). Prostor vsech lokalné integrovatelnjych

(b) Oznacme

funkci zna¢ime L _(R? F). (Pfesn&ji jde o prostor tiid ekvivalence, kdy

ztotoznujeme funkce, které se rovnaji skoro vsude.)

Poznamky:

e Misto 2(R%,F) a Ll (R% F) casto piseme jen Z(R?) a Li _(RY).

e Meéritelna funkce f je lokalné integrovatelna, praveé kdyz pro kazdou kom-
paktni podmnozinu K C R? je [, |f| < oc.

e Prostor Llloc(Rd) obsahuje vSechny spojité funkce na R?, jakoZ i vSechny

funkce z LP(R?) pro p € [1, 00].
Priklady 2 (pfiklady C*° funkci).
(1) Definujme funkci hy : R — R predpisem

0, £<0,
I (t) = eVt > 0.

Pak hy € C°(R), hy je nulovd na (—o0,0] a kladna na (0, 00).

(2) Definujme funkci hy : R — R piedpisem ha(t) = hi(1 — 4t?), t € R. Pak
hy € C*°(R), hs je kladnd na (—3,3) a nulovd v ostatnich bodech R.
Specialné plati, ze ho € Z(R).

(3) Definujme funkci hs : R — R predpisem hs(t) = lf_—;o-i-% hy. kde

C
¢ = [ _hg. Pak hy € C*(R), hs je nulovd na (—oo, 1], konstantné
rovna jedné na [3,00) a rostouci na [%, 3].

(4) Necht a € R? a 0 < r < s. Definujme funkci ¢ : R — R piedpisem

s — |z~ al’ a
QD(CC) = h3 , xeR%

s2 — 2

Pak o € 9(R?), spt ¢ C U(a, s), ¢ nabyva pouze hodnot z intervalu [0, 1]
a ¢ je konstantné rovno jedné na U(a,r).



Znaceni:
e No=NuU{0}={0,1,2,3,...}
e Prvky N¢ nazyvdme multiindexy. Pro a € N¢ znac¢ime |a| = a1 + -+ + aq.
Toto ¢islo nazyvame fadem multiindexu «.
o Je-li Q C RY oteviend, f € Cl*I(Q,F) a a € Q, pak
olel f
D“ = :
1) = gem aage )

Véticka 3.  Necht f € LL (R?) a ¢ € Z(R?). Pak f*x ¢ € C®°RY) a

D*(f %) = fx D*p pro kazdy multiindex .

Véticka 4.  Existuje ¢ € C°°(R?) s vlastnostmi:
(a) spto C B(0,1), specialné ¢ € P(R?);
(b) © >0 na R%
(€) [papd\® =1.

Definice. Necht ¢ je funkce s vlastnostmi z Véticky 4. Pro n € N poloZzme
on(x) = np(nx), xR

Pak posloupnost (¢,) se nazyvéa aproximativni jednotka v 2(R?) nebo zhlazovaci
jadro v R%.

Lemma 5. Necht' p € [1,00) a f € LP(R?). Pak

lim [17y.f — ], = 0.

Véta 6.  Necht (¢,) je zhlazovaci jadro v R%. Pak plati:
(i) spt, C B(0,+), ¢, > 0naR? a [o, 0, dX = 1.
(i) Je-lip € [1,00) a f € LP(RY), pak o, * f — f v LP(R?).
(iii) Je-li f € C(R), pak @, * f ='¢ f na RY. Je-li f stejnomérné spojita, je
konvergence stejnomérna.
Dusledek 7. Prostor 2(R?) je husty v LP(R?) pro kazdé p € [1,0).

Poznamka: Necht ¢ > 0 a u = c- \? (kde A\? je d-rozmérna Lebesgueova mira
na R?). Pak pro méfitelnou funkci f na R plati

gy = e WFllys I fllpegy = eIl prop e [t00), [ fllpeuy = [l -

Pokud #, budeme znacit konvoluci vici mife p (tj. ve vzorci je integral podle
1), pak fx,g=c- fxg.

Proto Véta 1, Véticky 3 a 4, Lemma 5, Véta 6 i Disledek 7 plati, i kdyz vSude
misto A? uvaZujeme miru p.



