IT11.7 Spektralni teorie kompaktnich operatoru

Umluva: V tomto oddile jsou vSechny Banachovy prostory komplexni.

Véticka 33.  Necht X je Banachuv prostor aT € K(X). Pak plati:
(a) Pokud je X nekonec¢nédimenzionalni, pak 0 € o(T).
(b) Pokud R(T) je uzavieny, pak dim R(T) < oo, tj. T € F(X).
(c) Pokud A € C\ {0}, pak dimker(AIdx —T') < oo a R(AIdx —T') je uzavieny.

Véta 34 (Fredholmova alternativa). Necht X je Banachuv prostor,
T e K(X)a\eC\{0}. Pak operator ANIdx —T je prosty, pravé kdyz je na.

Véta 35 (o spektru kompaktniho operatoru).  Necht X je Banachiv prostor
aT € K(X). Pak plati:

(a) o(T) C 0,(T)U{0} (pokud X je nekonecné dimenze, plati rovnost).

(b) Pro kazdé r > 0 je mnozina {\ € o(T); |\| > r} konecna.

Definice. Necht H je Hilbertuv prostor a ' € L(H).
e Rikame, ze T je samoadjungovany (nebo téz hermiteovsky), pokud T' = T*.
e Numericky obor hodnot operatoru T' definujeme vzorcem

W(T) = {(Tz,z);x € H,||zf| = 1}.

Tvrzeni 36 (o spektru a numerickém oboru hodnot).  Necht H je Hilbertiv

prostor aT € L(H). Pak o,(T) C W(T) aco(T) C W(T).
Tvrzeni 37 (o samoadjungovanych operatorech).  Necht H je Hilbertiiv pros-
tor aT € L(H) je samoadjungovany. Pak plati:
(i) W(T) C R.
(ii) o(T) C R.
(iii) Necht x1,x2 € H jsou vlastni vektory T prislusné riznym vlastnim ¢islam.
Pak x1 L xo.
(iv) KerT = (R(T))" .
(v) Necht mp = inf W(T) a My = sup W(T). Pak ||T|| = max{Mp,—mr} a
Mp,mrp € O’(T)



Véta 38 (Hilbert-Schmidtova véta o spektralnim rozkladu kompaktniho samoad-
jungovaného operatoru).  Necht H je netrivialni Hilbertiiv prostor aT € L(H)
je nenulovy kompaktni samoadjungovany operator. Pak existuje ortonormalni
baze H tvorena vlastnimi vektory operatoru I'. Navic T lze vyjadrit vzorcem

N
szZ)\n(az,xn>xn, x € H,

n=1

kde

(i) N € N nebo N = oc;

(i) (zn)_, je ortonormalni systém v H;

(iii) A, € R\ {0} pro kazdé n.
Pak kazdé )\, je vlastni cislo T" a x,, je k nému prislusny vlastni vektor; kazdé
nenulové vlastni cislo se ve vyjadreni opakuje tolikrat, kolik je jeho nasobnost
(tj. dimKer(\ —T)), (x,)N_, je ortonorméalni baze R(T).

n=1

Konstrukce Schmidtovy reprezentace kompaktnich operatori:
Necht H je Hilbertuv prostor a 7' € K(H) \ {0}.

(1) Operator T*T je kompaktni a samoadjungovany, 7*T # 0. Necht

N
T*Ta::Z)\n(az,xn>xn, xreH

n=1
je vyjadreni T*T z Véty 38.

(2) Protoze W(T™*T) C [0,+00), jsou ¢isla A,, nezaporna.
(3) Definujme operator S vzorcem

N

Sxr = A (T, Tp) Ty, x € H.
> VA (@, )
n=1

Pak S je samoadjungovany, kompaktni a S? = T*T.
(4) Vektory y,, = \/%T Zp, tvori ortonormalni systém.
(5) Plati

N
Ty = Z \/771(:1:,:10”)%, x € H.
n=1

Tento vzorec se nazyva Schmidtova reprezentace operatoru 7.



