I11.3 Projekce a topologické dopliky

Poznamky:

e Necht X je vektorovy prostor a Y, Z C X jsou podprostory takové, ze Y N Z = {o} a
Y + 7 = X. Pak pro kazdé x € X existuje pravé jedna dvojice bodiy € Y a z € Z
takova, ze x = y + z. Lze tedy definovat dvojici zobrazeni P: X - Y a @ : X — 7
tak, ze x+ = Px 4+ Qx pro kazdé x € X.

o P a @ jsou linearni zobrazeni, navic jsou to projekce; PX =Y, ker P = Z,
QX =7, ker@) =Y.

o P se nazyva projekce na Y podél Z.

o Podprostor Z se nazyva algebraicky doplnék podprostoru Y.

e Necht X je vektorovy prostor a Y C X je podprostor. Pak existuje algebraicky
doplnék podprostoru Y. Specialné, existuje linearni projekce X na Y.

Definice. Necht X je normovany linearni prostor a Y je podprostor X.

e Necht Z je néjaky algebraicky doplnék podprostoru Y. Rikdme, Ze Z je topologicky
doplnék podprostoru Y, pokud projekce X na Y podél Z je spojita.

e Rikdme, Ze podprostor Y je komplementovany (nebo doplitkovy), pokud existuje jeho
topologicky doplnék.

Poznamka: Komplementovany podprostor je vzdy uzavieny. Topologicky doplnék je
rovnéz vzdy uzavieny. Pokud Z je topologicky doplnék Y, pak Y je topologicky do-
plnék Z.

Véta 14 (topologické doplitky v Banachovych prostorech).  Necht X je Banachuv
prostor, Y jeho uzavieny podprostor a Z néjaky algebraicky doplnék podprostoru Y.
Pak Z je topologicky doplnék Y, pravé kdyz Z je uzavreny.

Véticka 15. Necht H je Hilbertiiv prostor a Y jeho uzavieny podprostor. Pak Y je
komplementovany, topologickym dopliikem je napiiklad ortogonalni doplnék Y+ .
Poznamka: Je-li X Banachuv prostor a kazdy jeho uzavieny podprostor je komplemen-
tovany, pak X je izomorfni Hilbertovu prostoru. Tato netrividlni véta byla dokazana
J. Lindenstraussem a L. Tzafririm v roce 1971.

Tvrzeni 16 (komplementovanost podprostoru koneéné dimenze).  Necht X je nor-
movany linearni prostor a Y C X podprostor konecné dimenze. Pak Y je komplemento-
vany.

Tvrzeni 17 (komplementovanost podprostoru koneéné kodimenze).  Necht X je nor-
movany linearni prostor a Y C X uzavieny podprostor takovy, ze kvocient X/Y je
konecné dimenze. Pak Y je komplementovany.

Poznamka: Dimenze kvocientu X/Y se nazyva kodimenze Y v X.

Tvrzeni 18 (jadro linedrniho funkciondlu).  Necht X je normovany linearni prostor a
f € X*\ {o}. Pak ker f je uzavieny podprostor X kodimenze jedna. Specidlné plati, Ze
ker f je komplementovany podprostor X.



