IT1.2 Véty o otevieném zobrazeni a o uzavieném grafu

Véta 8 (Banachova véta o otevieném zobrazeni). Necht X a Y jsou Banachovy

prostory aT € L(X,Y) je na. Pak T je oteviené zobrazeni.

Poznamky:

e Zobrazeni mezi metrickymi prostory je oteviené, pokud obraz kazdé oteviené mnoziny
je oteviend mnozina. Stejna definice je pouzitelna i pro zobrazeni mezi topologickymi
prostory.

e V predchozi vété je podstatny predpoklad tplnosti obou prostori — X i Y.

Lemma 9. Necht X je Banachitiv prostor, Y normovany linearni prostor, T € L(X,Y)

ar,s > 0. Pokud U(o,s) C T(U(o,r)), pak U(o,s) C T(U(o,r)).

Dusledek 10. Necht X a Y jsou Banachovy prostory aT € L(X,Y) je prosté a na.

Pak T—! je spojité, tj. T je izomorfismus X na'Y.

Dusledek 11. Necht X a Y jsou Banachovy prostory a T € L(X,Y) je na. Necht

T:X /kerT — Y je zobrazeni popsané v Tvrzeni 3. Pak T je izomorfismus X /ker T na
Y.

Lemma 12 (souéin normovanych linearnich prostoril). Necht X aY jsou normované
linedrni prostory. Na vektorovém prostoru X X Y definujme pro p € [1,00] normu ||-||,
vzorcem

@), = l” + ylIP)?, (z,y) € X XY prop € [1,00),
1@, y)ll oo = max{|[z]|, lyll}, (z,y) € X xY.

Pak plati:
(a) Pro kazdé p € [1,00] je ||-||, norma na X XY a vSechny tyto normy jsou ekvivalentni.
(d) Posloupnost ((x,,y,)) konverguje v prostoru X xY k bodu (z,y), pravé kdyz x,, — x
vXay,—yvY.
(c) Jsou-li X a'Y dplné, jei X XY tplny (s kteroukoli z norem ||-|| ).

Véta 13 (véta o uzavieném grafu). Necht X a Y jsou Banachovy prostory a
T : X — Y je linearni zobrazeni, jehoz graf je uzavieny v X x Y. Pak T je spojité, tj.
TeL(X,Y).

Poznamky:

e Grafem zobrazeni T' rozumime mnozinu

{(z,y) € X xY;y=Tx}.

e X X Y uvazujeme s nekterou z norem popsanych v Lemmatu 12.
e Uzavienost grafu zobrazeni T je ekvivalentni podmince

(xp) C X2y 2 € X, Txy, 2yeY =>y="Tx.

Poznamka: Je-li T : X — Y linearni zobrazeni, je graf T  linearni podprostor X x Y.
Je-li T € L(X,Y), je graf T uzavienym podprostorem X X Y. Véta 13 tedy iika, ze
za predpokladu tplnosti X a Y plati i opacnd implikace. Je-li T' € L(X,Y), je graf T
izomorfni prostoru X.



