I1.3 Reprezentace dualu klasickych prostoru

Véta 15 (Riesz-Fisherova o dudlu Hilbertova prostoru).  Necht H je Hilbertiiv
prostor. Pro y € H definujme zobrazeni

fy(z) =(x,y), =x€H.

Pak zobrazeni I : y — f, je sdruzené linearni izometrie H na H*.

Dusledek 16.
(a) Je-li H Hilberttiv prostor, pak H* je také Hilbertiiv prostor.
(b) Kazdy Hilbertiiv prostor je reflexivni.

Véta 17 (dudly k ¢P(I") a ¢o(I")).  Necht' I' je neprazdna mnozina.
(a) Necht p,q € (1,00) spliiuji % + % = 1. Pro g € {4(I") definujme zobrazeni ®,

= fMe(). fer).

vel

Pak ® : g — ®, je linearni izometrie (4(I") na (¢P(T))*.

(b) Pro g € £*(T') definujme zobrazeni ®, : {}(I') — F stejnym vzorcem jako
v (a). Pak ® je linedrni izometrie (> (T") na (¢*(T))*.

(c) Pro g € (*(T') definujme zobrazeni ®, : co(I') — F stejnym vzorcem jako
v (a). Pak ® je linedrni izometrie ¢*(T") na (co(T'))*.

Dusledek 18. Je-li p € (1,), pak prostor ¢P(I") je reflexivni pro kazdou
mnozinu T'. Je-Ii I' nekonecnd, pak prostory co(T'), £1(T') a £>°(T") nejsou refle-
xivnl.
Véta 19 (dudly k prostorim LP).  Necht (2, %, u) je prostor s (nezapornou
o-aditivni) mirou.
(a) Necht p,q € (1, 00) spliuji % + % = 1. Pro g € L9(u) definujme zobrazeni @,
vzorcem

:/Qfgdu, fe LP(p).

Pak ® : g — ®, je linearni izometrie L9(u) na (LP(p))*.
(b) Je-li i o-konec¢nd, pak stejnym zpuisobem definované zobrazeni ® je linearni
izometrie L>°(u) na (L'(p))*.

Dusledek 20. Je-li p € (1,00), pak prostor LP(u) je reflexivni pro kazdou
miru p.



Véta 21 (Rieszova o reprezentaci nezapornych funkcionalti na C(K)).  Necht
K je kompaktni metricky (nebo obecnéji Hausdorffiiv kompaktni topologicky)
prostor a necht ¢ : C(K,F) — F je linearni funkcional takovy, ze pro kazdou
nezapornou f € C(K,F) je o(f) > 0. Pak ¢ je spojity, ||¢|| = ¢(1) (kde
1 je funkce konstantné rovna 1). Navic existuje pravé jedna nezaporna regu-
larni borelovska mira p na K (tj. nezaporna mira definovana na o-algebre
borelovskych podmnozin K, ktera pro kazdou borelovskou mnozinu B C K
splnuje
w(B) = inf{u(U);U O B oteviena} = sup{u(F); F C B uzaviena}),

pro kterou plati
o) = [ san. fecw)
K

Znaceni: Necht f: K — F je spojita funkce. Jejim nosi¢em rozumime mnozinu

spt f = {2 € K; J(2) # 0.

Poznamka: Miru u z predchozi véty lze definovat nasledovneé:

w(U) =sup{p(f); f: K — [0,1] spojitd,spt f C U} pro U C K otevienou,
uw(B) =inf{u(U); B C U C K,U oteviend} pro B C K borelovskou.

Je ovSem treba dokazat, zZe p je mira a mé pozadované vlastnosti.

Lemma 22 (nékteré vlastnosti kompaktnich prostori).  Necht K je kompakt-
ni metricky (nebo obecnéji Hausdorffiiv kompaktni topologicky) prostor. Pak
plati nasledujici tvrzeni:

(a) (Normalita kompaktnich prostori) Necht F' C K je uzaviend a U C K
oteviena mnozina a plati F' C U. Pak existuje V C K oteviena, ktera
spliiuje F CV CcV CU.

(b) (Urysohnovo lemma) Necht F' C K je uzaviena a U C K oteviena mnozina
a plati ' C U. Pak existuje spojita funkce f : K — [0, 1] takova, ze f|p =1
asptfCU.

(c) (Rozklad jednotky) Necht U, ..., U, jsou oteviené podmnoziny K takové,
ze U1 U---UU, = K. Pak existuji nezaporné spojité funkce f1,..., f, na K
takové, ze Y5, fj = 1 a pro kazdé i € {1,...,n} plati spt f; C U;.

Véta 23 (Rieszova véta o reprezentaci dualu k C(K)).  Necht K je kompak-
tni metricky (nebo obecnéji Hausdorffiiv kompaktni topologicky) prostor. Pro
kazdou miru p € M(K,F) definujme zobrazeni ®, : C(K,F) — F vzorcem

B,(f)= [ fdu feCK.F)
Pak zobrazeni j — ®,, je linearni izometrie M(K,F) na (C(K,F))*.



