Uvod — co je funkcionalni analyza a k éemu je dobra
(a také obsah prednasky a znalosti potfebné predem)

CO JE FUNKCIONALNI ANALYZA?

Funkcionalni analyza je velmi Sirok& oblast matematiky, ktera se prolina s

mnoha jinymi partiemi. Mezi predméty jejiho zajmu patii:

Normované linearni prostory, zejména nekonecnérozmérné.

Linearni zobrazeni mezi témito prostory (tj. operatory).

Normované linedrni prostory s dodatecnou strukturou (napf. algebraickou —
Banachovy algebry, Banachovy svazy atp.).

Prostory abstraktnéjsi nez normované prostory (linearni topologické prostory
atp.).

A jesté leccos jiného.

K CEMU TO JE DOBRE?

Je to pékné a zajimavé, stejné jako celd matematika.

Dava to nové pohledy na matematické problémy rtzného druhu, umoznuje

to problémy jinak formulovat a je to zdrojem uc¢innych metod feseni. Hlavni

vyhodou funkcionalni analyzy je asi skutecnost, ze i s dost slozitymi objekty

(jako jsou posloupnosti, funkce i rozliénad zobrazeni) umoznuje pracovat jako

s body v prostoru s geometrickou strukturou. To se hodi naptiklad v nasle-

dujicich ptipadech:

o Lze formulovat a dokazat tvrzeni, ze vétsina spojitych funkci na intervalu
[0, 1] nem4 derivaci v zddném bodé.

o Hledani reseni néjaké diferencialni rovnice lze pojmout jako hledani vhod-
ného bodu ve vhodném prostoru.

o Problém aproximace slozité funkce jednodussi funkci (tfeba polynomem
daného stupné) lze interpretovat jako hledani nejblizstho bodu ve vhodné
mnozine€.

STRUCNY (ORIENTACNI) OBSAH PREDNASKY

L

II.

Banachovy a Hilbertovy prostory — norma, normované prostory, Banachovy
prostory a jejich priklady, spojita linearni zobrazeni, skalarni sou¢in a norma
jim indukovana, Hilbertovy prostory a jejich struktura, prostory konec¢né di-
menze

Spojité linearni funkcionaly a dualita — Hahn-Banachova véta a jeji dtsledky,
druhy duéal, kanonické vnotfeni do druhého dudlu, reflexivita, reprezentace
duéalua klasickych prostori, slabéa a slaba™ konvergence, princip stejnomérné
omezenosti, vybirani slabé konvergentni podposloupnosti



ITI. Omezené linearni operatory — kvocient normovaného prostoru, vztah kvo-
cienti a podprostorti, véta o otevieném zobrazeni, véta o uzavieném grafu,
projekce, topologické dopliiky, komplementované podprostory, dualni opera-
tory, kompaktni operatory, spektrum operatoru, spektralni teorie (zejména)
kompaktnich operatort

IV. Fourierova transformace — Fourierova transformace funkci z L', Schwartztv
prostor, Plancherelova transformace na L?

ORIENTACNI PREHLED POTREBNYCH ZNALOSTI

e Diferencialni pocet jedné a nékolika realnych proménnych (limita, spojitost,
derivace, parcialni derivace, funkce t¥idy C* a C* atp.)

e Konvergence posloupnosti a fad realnych ¢i komplexnich ¢isel, konvergence
posloupnosti a fad funkci (bodova, stejnomérné, lokalné stejnomérna)

e Integralni pocet jedné realné proménné (primitivni funkce, uréity integral)

e Lebesgueova mira a Lebesguetiv integral na R?

e Teorie miry a abstraktni Lebesguetiv integral, znaménkové miry, Hahniv
rozklad, absolutni variace, Radon-Nikodymova véta

e Vektorové prostory nad R a nad C, linearni zobrazeni

e Metrické prostory (metrika, spojitost, oteviené a uzaviené mnoziny, kom-
paktni prostory, uplné prostory, ridké mnoziny a mnoziny prvni kategorie,
Baireova véta, borelovské mnoziny)

e Néco malo z teorie mnozin — spocetné a nespocetné mnoziny, Zornovo lemma

DALSI PARTIE MATEMATIKY VYUZIVANE V POKROCILE FUNKCIONALNI ANALYZE

e Komplexni analyza (néco z ni je potfeba ve spektralni teorii, je zdojem prik-
ladt Banachovych prostort i obecnéjsich typt prostort, naopak i v ni se
pouzivaji metody funkcionalni analyzy)

e Obecna topologie (bez znalosti a porozuméni topologickym pojmim jako jsou
tteba kompaktnost, soucinova topologie, baze okoli, je studium pokrocilejsi
funkcionalni analyzy tézko predstavitelné)

e Néco vice z teorie mnozin (naptiklad ordinélni ¢isla ¢i nékteré principy nekonec¢né
kombinatoriky jsou zdrojem zajimavych prikladi Banachovych prostort)

e Néco z algebry (hodi se pfi studiu Banachovych algeber, C*-algeber i obec-
néjsich struktur)



