Vysetfovani konvergence ciselnych rad

Metody reSeni

e (Cilem v prikladech, kterymi se budeme zabyvat, je zjistit, kterd z
nasledujicich moznosti pro zadanou fadu plati:

— Rada konverguje absolutné.
— Rada konverguje neabsolutné.

— Rada diverguje.

Pokud zadand fada zavisi na néjakém parametru (parametrech), zna-
mena to zjistit, pro které hodnoty parametru nastavaji jednotlivé moznosti.

e Pokud m4é fada nezdporné ¢leny, pak bud konverguje absolutné nebo
diverguje, nemuze konvergovat neabsolutné.

e Pro vysetfeni konvergence fady neexistuje zadny univerzalni algorit-
mus, je to do zna¢né miry tvurci ¢innost.
Méme nékolik nastroju (kritérii). Které pouzijeme, se musime rozhod-
nout sami na zakladé vlastniho odhadu a zkusSenosti. Pokud nam zvo-
lené kritérium nepomuze, feSeni nekonci, ale musime zvolit néjaké jiné,
vhodnéjsi.
Kritéria, ktera mame k dispozici, jsou tato:

Nutnd podminka konvergence: Pokud a, /4 0, pak fada >, a,
diverguje.
To se hodi, pokud tusime, ze posloupnost ¢lent fady nema limitu
nula. Pokud limita ovSem nula vyjde, nedd nam to zadnou infor-
maci.

Odmocninové kritérium: To znamend pouzit Vétu VII.6.
To stoji za zkousku zejména tehdy, kdyz cleny fady jsou vyjadieny
pomoci n-té mocniny z néjakého vyrazu, a tedy n-td4 odmocnina
ma jednoduchy tvar.
Pouzit se da, pokud spocteme lim Q/m a tato limita nevyjde 1.
Pokud limita vyjde 1, toto kritérium nam nic nedd a musime zvolit
jiné.

Pokud limita neexistuje, muzeme zkusit pouzit i nelimitni verzi.



Podilové kritérium: To znamend pouzit Vétu VIL.7.

To stoji za zkousku zejména tehdy, kdyz se ve vyrazu pro cleny
fady vyskytuji n-té mocniny ¢i faktoridly, a tedy pii pocitani
lant1]

podilu Ta se leccos zkrati.
n

Pouzit se da, pokud spocteme lim % a tato limita nevyjde 1.

Pokud limita vyjde 1, toto kritérium nam nic nedé a musime zvolit

jiné.

Pokud limita neexistuje, muzeme zkusit pouzit i nelimitni verzi.
Dopliujici poznamka: Pokud zjistime, Ze nejde pouzit odmocninové

¢i podilové kritérium z toho duvodu, ze limita vyjde 1, nema smysl

zkouset druhé z téchto kritérii, protoze také neptijde pouzit.

Plati totiz nasledujici tvrzeni:

Pokud existuje lim \11‘24-‘1\’ pak existuje i limita lim {/|a,| a jej
hodnota je stejna.

Kombinace srovnavaciho kritéria a Véty VIIL.8: Pro radu s nezapornymi
¢leny muzeme jeji cleny porovnat se skdlou ,%a To znamena zjistit,
zda nastava jeden z nasledujicich prikladu:

— Existuje a € R, Ze a,, je ,zhruba stejné velké jako* ,%a

V tom piipadé ) a, konverguje, pravé kdyz o > 1.
— Existuje a > 1, Ze a,, je ,vpodstaté mensi nez n%“.
Pak )" a, konverguje.
— ay je ,vpodstaté vetsi nez .
Pak " a, diverguje.
Vyjadieni v uvozovkach jsou intuitivni, jejich pfesny vyznam je
dan tim, ze lze pouzit Véta VIL.3, Véta VIL.3" nebo Véta VIL5.
Leibnizovo kritérium: Véta VIL.9 je jedinym obecnym prostiedkem,
ktery mame pro dukaz neabsolutni konvergence. Neni jedinym
existujicim kritériem, ale jinymi se zabyvat nebudeme.
Pouziti aritmetickych operaci s fadami: Tj. pouziti Véticky VII.2,
jak bylo ilustrovano v komentéfi k ni.



Priklad 20 ze superseminare: V zadanych prikladech je tieba rozhod-
nout, zda dand tada konverguje absolutné, konverguje neabsolutné ¢i diver-
guje. (Nejprve si ukdzeme fadu piikladu, v niz se neabsolutni konvergence
nevyskytuje. Na prvni pohled to samoziejmé nemusi byt ziejmé.)

n+5)!(2n + 1)1(=7)"
(3n)!

Piiklad (a): ) (
n=1

e Uvodni tvahy: Cleny fady nejsou nezéporné, ale pravidelns stiidaji
znaménka. Nejprve tedy vysetfime absolutni konvergenci.

Cleny fady jsou definovény jako soucin a podil vyrazi s faktoridly a
mocninami. Zda se tedy piirozené zkusit pouzit podilové kritérium.

e Pokus o pouziti podilového kritéria:

Méme a, = (”+5)!(2(g$})!(_7)n, tedy |a,| = W Pocitejme:
(n+145)!(2(n+1)+1)1.7n+1 )
|an| _ BntD)! _ (n+6)2n43)- 7
|an| (n+5)!(2n+1)!-7n ) (n + 5)!(271 + 1)! .

(3n)!
W (n+6)2n+3)2n+2)-7 @ 1+2)2+2)2+2)-7
- B+ HB+HB+)

Al 1-2-2.7 28
3-3-3 27
Komentar k vypoctu:

(1) Zkrétili jsme vyrazy, které jsou stejné barevné oznacené. Napiiklad
jsme pouzili, ze (n 4+ 6)! = (n +6)(n +5)!
a(Bn+3)!=Bn+3)3n+2)(3n+1)(3n)!.

(2) Vykrétili jsme prevlddajici ¢len, tj. n3.
AL znamena pouziti véty o aritmetice limit.

Zaver: Limita nam vysla %. Protoze % > 1, fada diverguje.



3 > (3n)!
Piiklad (b): ; (21 + 700)! - ! - (—8)"

e Uvodni uvahy jsou stejné jako v piikladu (a): Cleny fady nejsou nezéporné,
ale pravidelné sttidaji znaménka. Nejprve tedy vysetiime absolutni kon-
vergenci.

Cleny fady jsou definovény jako souéin a podil vyrazu s faktoridly a
mocninami. Zda se tedy piirozené zkusit pouzit podilové kritérium.

e Pokus o pouziti podilového kritéria: Mame a, = @ +70§;7)n, o tedy
n)! s s
la,| = W. Pocitejme:
(3(n+1))!
ant1]  @oEDTT00) (ernreert  (3n 4 3)! - (2n 4 700)! - n! - 8"
N (3n)! - . . ]+l . |
|ay| eTee otmrd (2n + 702)! 8 (3n)!
 (Bn+3)Br+2)(3n+1) B+3)(B+2)3+1
~ (2n +702)(2n + 701) B2+ )2+ ) (1+1)-8
AL, 3-3-3 27
2.2-1-8 32
Vypoéet probihal Velmi podobné jako v piikladu (a). Tentokrat vysla
hmlta Protoze < 1, rada konverguje absolutné.
(n+2)"
Piiklad (c): Z W

e Uvodni tvahy: Cleny fady nejsou nezéporné, ale pravidelns stiidaji
znaménka. Nejprve tedy vysetfime absolutni konvergenci.

Protoze se v ¢lenech fady vyskytuji vyrazu umocnéné na n-tou, zda se
prirozené zkusit pouzit odmocninové kritérium.
e Pokus o pouziti odmocninového kritéria:

Méame a,, = (—1)" (7:;32 , tedy |a,| = n—+% Pocitejme:

o a2 n+2 n+2 n+2 142
|an|: n+2 - n+2 - 1+Z: 3: n/ 9 _>1
n n n n-'"n n-nn n



Komentar k vypoctu: Pouzivame bézna pravidla pro poéitani s mocni-
N reris . ] 1

nami (Véticka IV.26) a to, ze pro x > 0 plati {/x = xn.

Také jsme vykratili n (v predposlednim kroku) a pouzili (kromé véty

o aritmetice limit, samoziejmeé), ze {/n — 1 (coz je zndm4 limita z

kapitoly II).

Limita vysla 1, coz znamenad, ze odmocninové kritérium nam nepomuze

a musime zvolit jiné.

Uvahy, co dal: Potiebujeme jemnéji vySetfit chovéni posloupnosti {lan|},
odmocninové kritérium se ukazalo byt prilis hrubym nastrojem. Nabizi
se zjistit, zda posloupnost ¢lenu ma limitu 0, pripadné ji porovnat s
rfadami ze Skaly n%

Vypocet lim |a,| a odhad velikosti |a,|:

Jest

(n+2)".

|an| - nnt2

Citatel i jmenovatel maji limitu +o0. Je tieba zjistit, ktery z nich
prevazi a jak.

Protoze ve jmenovateli je mocnina vyssi nez v ¢citateli, intuitivné to
vypada tak, ze prevazi jmenovatel.

Zkusme to ovérit tak, ze ¢itatel rozdélime na soucin tak, aby jeden z
¢initelu Sel snadno porovnat se jmenovatelem:

(n+2)"  [(n+2\" 1 2\" 1
jan| = 5 = =) =
n’*-n n n n n

Spocteme limitu prvniho Cinitele: Mame

(1 i %) — exp(nlog(1 + 2))

a
log(1 + 2
lim nlog(1+ 2) = lim M 2—9,
_—
=1

kde jsme pouzili Heineho vétu a zakladni limitu pro logaritmus.



Proto
2 n

lim (1 + —> =exp(2) = .
n

n—oo

Z toho tedy dostaneme, ze lim |a,| = €*-0 = 0, a tedy nutnéd podminka
konvergence je splnéna. To samo o sobé jesté nedava reSeni naseho
prikladu.

v

|ay] 2\" 2
I = ].+— — e,
nZ n

Protoze limita je vlastnf a ) n% konverguje, podle Véty VIL.5 rada
konverguje absolutné.

e (n?)
1
Piiklad (d): E (1 — sin —) .
n

n=1

e Uvodni tvahy: Rada mé kladné ¢leny. (Pro kazdé n € N je Le(0,1) C
(0,7), proto Sin% € (0,1). Tedy 1 — sin% > 0, a tedy ¢leny tady jsou
definované a kladné.)

Proto konvergence a absolutni konvergence znamenaji pro tuto fadu
totéz.
Cleny fady jsou ve tvaru ,néco na n?“. Jejich n-t4 odmocnina je tedy

ve tvaru ,néco na n“, a proto ma jednoduchy tvar. Nabizi se zkusit
odmocninové ktritérium.

e Pokus o pouziti odmocninového kritéria:

Méme |a,| = a, = (1 — sin 1)(n2), a tedy

n

(n?) n
n 1 1 !
Vlan| = \/(1—sm—> = (1—sm—) = exp (nlog (1—sm—>) :
n n n




Abychom spocetli limitu, spo¢teme nejprve limitu exponentu:

1 log (1 —sin £ 1
lim nlog (1 —sin—) = lim n - og( Sm”) . (— sin —)
n

n—00 n—00 — sin 1 n
n

—1 (Heine)

A:L1~limn'(—sinl):lim— S

n—00 n n—o0 =

Proto plati

1
Vlan| = exp(—1) = —.

e
Protoze é < 1, dostavame, ze fada konverguje absolutné.

Priklad (e): i(\/?ﬁ +n—vnd—1).

e Uvodni Gvahy: Rada mé kladné cleny. (Je totiz ziejmé, ze pro kazdé
n € N plati n® +n > n®> —n > 0 a druhd odmocnina je rostouci na
(0, +00).) Proto konvergence a absolutni konvergence znamenaji pro
tuto fadu totéz.

Je tedy potieba fadu porovnat s néjakou ze znamych tad, nabizi se
skala L.

n
Pouzivat odmocninové nebo podilové kritérium nema smysl, protoze se

ve vzorci pro fadu nevyskytuje nic ve tvaru ,néco na n* ani faktorialy.

e Odhad velikosti a,,:

Méme a, = vVn3 +n — v/n3 — 1. Je to rozdil dvou vyrazi, které maji
limitu 4-o00. Protoze oba vyrazy jsou vyjadieny pomoci druhé odmoc-
niny, nabizi se pouzit metodu vhodného rozsiteni, zndmou z pocitani
limit.

Jest

V3 +n+4+vnd —1

an=Vn3+n—vnd3—1=(Vn3+n—vn3—1)-

Vi +n+vnd -1
(P 4n)—(n*-1)) n+1
Vit +n+vnd—1  Vd+n+vnP—-1
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Nyni pouzijeme dalsi metodu zndmou z pocitani limit — vytknuti a

vykraceni prevladajiciho ¢lenu. V citateli je prevladajici ¢len n, ve jme-
. 3

novateli vn3 = nz2.

Mame tedy
n+1 n(l+1)
R G (g )
1 1+2
SV Jitds+1-%
Sl ’

Dostavame tedy, ze a,, — 0, nutnd podminka konvergence je splnéna.
Tato informace vsak nestaci k vyfeseni piikladu.

Nicméné uvedeny vypocet davéa presnéjsi informaci, totiz, ze
an 141
I =
Foo It \/ - L

Protoze limita je vlastni a nenulovda a ) \/Lﬁ diverguje (dle Véty VIL.S,

l\DIH

protoze % < 1), podle Vety VIL5 tada diverguje.

Piiklad (f): Z

n210g (n+1)

e Uvodni tivahy: Rada mé kladné ¢leny. Proto konvergence a absolutni
konvergence znamenaji pro tuto radu totéz.

Je tedy potieba tadu porovnat s néjakou ze znamych tad. Protoze
log(n 4 1) = o0, éleny fady budou ,vyrazné mensf nez -5 “. Protoze
>on n—12 konverguje, bude konvergovat i naSe fada. Dokazeme to pomoci
limitniho srovnavaciho kritéria.

e Piesny dukaz na zakladé uvedenych uvah:

Jest a,, = , tedy

n2 log(n+1

an
N E—)
5 log(n+1)



Protoze limita je vlastni a ) L konverguje, nase fada konverguje

n2
absolutné podle Véty VIL5.

1 | 1
nz—1 Ogn'

Piiklad (g): )
n=2

e Uvodni uvahy: V§imnéme si, ze sc¢itdme az od n = 2, pro n = 1 vzorec
pro n-ty ¢len nedava smysl (kvuli nule ve jmenovateli).

Méame

ay = L logl:—logn.

" n2—-1 "n n?—1
Rada mé tedy zdporné ¢leny. Proto konvergence a absolutni konver-
gence znamend pro tuto fadu totéz. (Uvédomme si, Ze |a,| = —a,, a

tedy lze pouzit Véticku VII.2.)

Budeme tedy pracovat s fadou ) |a,| a pokusime se ji srovnat s
néjakou znamou radou.

e Uvahy o velikosti |a,|:
Kdybychom meli fadu )7, ﬁ, pak bychom ji porovnali s fadou

>, =5 a zjistili, ze konverguje (dle Véty VILS).

Ale v nasem prtipadé je ﬁ nasobeno jesté logn. Protoze logn —
+00, informace z predchoziho odstavce nestaci. S jejim vyuzitim totiz
dostanem pouze, ze naSe fada ma ,,vétsi cleny nez konvergentni rada“,
coz je k nicemu.

Z kapitoly IV ovSsem vime, ze ,logaritmus jde do nekonecéna pomaleji
nez libovolna mocnina®, tj. pro kazdé o > 0 plati lim, 1 k;% = 0.
Zéroven si uvédomime, ze kdyby v ¢itateli bylo (tfeba) y/n misto log n,

dala by se fada srovnat s fadou ) - a ta konverguje (Véta VILS8).
2

n

Tyto intuitivni ivahy nas vedou k tomu, abychom zkusili fadu srovnat

sznnig

e Srovndni s Y 5
n2
Plati
logn 3 3
lan| 21 n2logn  n2logn  logn 1 ALg1_¢
T = iy ‘ i L=
n2 n2 v \ﬁ/—/
—0 —1



Protoze limita je vlastni a fada ) L% konverguje, nase rada konvergje
absolutné podle Véty VIL5.

- 1
Priklad (h): in(1-— — .
fiklad (h) ;nsm( COSn)

e Uvodn{ tvahy: Rada m4 kladné éleny. (Pro kazdé n € N je totiz % €
(0,1] € (0,%), tedy cos= € (0,1), a proto i 1 — cos = € (0,1). Protoze
(0,1) € (0,%), dostavame sin (1 — cos 1) > 0.)

Proto konvergence a absolutni konvergence znamenaji pro tuto fadu
totéz.

Zkusime tedy tuto fadu porovnat s nékterou znamou fadou.

e Pouziti limitniho srovnévaciho kritéria:

Na prvni pohled asi neni patrné, s kterou radou bychom tuto radu meli
srovnat. (I kdyz lze ocekévat, ze to bude nekterd ze skdly =)

Proto pouzijeme limitni srovnavaci kritérium k postupnému zjednodusovani
rady:
Krok 1: Vime, ze 1 —cos% —0a 1—005% > (0. Protoze lim,_, Sif;:” =

0, z Heineho véty plyne, ze

sin(1 — cos +
T e )

)
n—oo ] — cos%

tedy i
nsin(1 — cos =)

i = 1.
oo n(l —cos )

Protoze limita je vlastni a kladnd, z Véty VIL5(b) plyne, ze

= 1
E n sin (1 — cos —) konverguje
n=1 n
o (%)

1
= E n (1 — cos —> konverguje.
n
n=1
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Krok 2: Zkoumejme fadu > 7 n (1 —cos +):

Vime, ze = — 0 a = > 0. Protoze lim,_,o ©=%*% = 1, z Heincho
veéty plyne
 l—cosit 1
lim ———" = _,
n—o0 s 2
tedy i
n(1 — cos * 1
fi ML C080) L
n—oo n- = 2

n2

Protoze limita je vlastni a kladné, z Véty VIL.5(b) plyne, zZe

n

S 1 . — 1 .
Z n (1 — cos —) konverguje <= Z ns konverguje. ()

n=1 n=1

Zavér: Rada > 00 n- 4 = 3> L diverguje. Podle (#x) pak diver-
gujefada > 7 n (1 — Cos %), a tedy podle (x) diverguje i fada ze
zadani.

Rada tedy diverguje.

- 1
Priklad (i): Zlog (n sin —> .
n

n=1

e Uvodni uvahy:

Protoze % € (0,1) C (0,%), je sin% > 0 pro kazdé n € N. Tedy i

n sin% > 0, a tedy vSechny ¢leny fady jsou definované.
Dale, pro kazdé x > 0 plati sinz < (to bud vime, nebo zjistime
pomoci vysetieni prubéhu funkce x—sin x), a tedy % <1.ProneN
tedy plati
.1 sint
nsin — =
n

1
log (n sin —) < 0.
n

Rada mé tedy zéporné ¢leny. Proto konvergence a absolutni konver-
gence znamend pro tuto fadu totéz. (Uvédomme si, ze |a,| = —a,, a
tedy lze pouzit Véticku VIL.2.)

<1,

3=

a proto

11



> _ 00 |
Budeme tedy pracovat s fadou Y. |a,| = Yo7, —log (nsini) a po-
kusime se ji srovnat s néjakou znamou fadou.

e Pouziti limitnitho srovnévaciho kritéria.

Stejné jako v predchozim piikladu na prvni pohled asi neni patrné, s
kterou fadou bychom tuto fadu méli srovnat. (I kdyz lze ocekavat, ze
to bude nékterd ze skdly %)

Proto pouzijeme limitni srovnavaci kritérium k postupnému zjednodusovani
rady:

Prvni krok: Vime, ze

, 1 . sini
lim nsin — = lim =1
n—o00 n n—o00

n

sin T

(diky = 1). Vyse jsme ukdazali,
o8y

ze nsm = < 1, a proto z toho ze hmy_>1 =
véty dostavame

= 1 pomoci Heineho

in L
lim log (nlsmn) 1

n—00 nsin;—
a tedy i
—log (nsin +
o o8 5 )
n—00 1—nsm5

=1.

Protoze limita je vlastni a kladnd, z Véty VIL.5(b) dostavame, ze

o0

1 .
Z —log (n sin —) konverguje
n
n=1 (O)
Z (1—-n sm ) konverguje.

Druhy krok: Vysetfujme dédle fadu Y ° (1 — nsin+). Protoze ne-
vidime s ¢im presné by se méla srovnat, zkusime srovnat s Tadou
>, = pro obecné a.

12



Protoze 1—n sin % — 0, jak jsme ukazali vyse, budeme predpokladat,
ze o > 0. Pocitejme:

o1
sin = .
1—nSinl 1 - ln Hlne 1—51ﬂ
1 - 1\« - a
n—o0 - n—o0 (— r—0+ €T
n n

! 1 —cosxz
_— = im ————.
a0+  gotl =0+ (o + 1)a®
Nyni vidime, jaka je spravna volba a: Pro a = 2 limita vyjde %.

Protoze ¢ € (0,+00), podle Véty VIL5(b) dostdvame, ze

oo oo 1
Z(l — nsin %) konverguje <= Z > konverguje. (00)
n=1 n=1

Zavér: Rada > # konverguje. Podle (oo) pak konverguje rada
> (1-nsin), atedy podle (o) konvergujeitada d oo, —log (nsin 1).
Rada tedy konverguje absolutné.
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