
Vyšetřováńı konvergence č́ıselných řad

Metody řešeńı

• Ćılem v př́ıkladech, kterými se budeme zabývat, je zjistit, která z
následuj́ıćıch možnost́ı pro zadanou řadu plat́ı:

– Řada konverguje absolutně.

– Řada konverguje neabsolutně.

– Řada diverguje.

Pokud zadaná řada záviśı na nějakém parametru (parametrech), zna-
mená to zjistit, pro které hodnoty parametr̊u nastávaj́ı jednotlivé možnosti.

• Pokud má řada nezáporné členy, pak bud’ konverguje absolutně nebo
diverguje, nemůže konvergovat neabsolutně.

• Pro vyšetřeńı konvergence řady neexistuje žádný univerzálńı algorit-
mus, je to do značné mı́ry tv̊urč́ı činnost.

Máme několik nástroj̊u (kritéríı). Které použijeme, se muśıme rozhod-
nout sami na základě vlastńıho odhadu a zkušenosti. Pokud nám zvo-
lené kritérium nepomůže, řešeńı nekonč́ı, ale muśıme zvolit nějaké jiné,
vhodněǰśı.

Kritéria, která máme k dispozici, jsou tato:

Nutná podmı́nka konvergence: Pokud an 6→ 0, pak řada
∑

n an
diverguje.

To se hod́ı, pokud tuš́ıme, že posloupnost člen̊u řady nemá limitu
nula. Pokud limita ovšem nula vyjde, nedá nám to žádnou infor-
maci.

Odmocninové kritérium: To znamená použ́ıt Větu VII.6.

To stoj́ı za zkoušku zejména tehdy, když členy řady jsou vyjádřeny
pomoćı n-té mocniny z nějakého výrazu, a tedy n-tá odmocnina
má jednoduchý tvar.

Použ́ıt se dá, pokud spočteme lim n
√
|an| a tato limita nevyjde 1.

Pokud limita vyjde 1, toto kritérium nám nic nedá a muśıme zvolit
jiné.

Pokud limita neexistuje, můžeme zkusit použ́ıt i nelimitńı verzi.
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Pod́ılové kritérium: To znamená použ́ıt Větu VII.7.

To stoj́ı za zkoušku zejména tehdy, když se ve výrazu pro členy
řady vyskytuj́ı n-té mocniny či faktoriály, a tedy při poč́ıtáńı
pod́ılu |an+1|

|an| se leccos zkrát́ı.

Použ́ıt se dá, pokud spočteme lim |an+1|
|an| a tato limita nevyjde 1.

Pokud limita vyjde 1, toto kritérium nám nic nedá a muśıme zvolit
jiné.

Pokud limita neexistuje, můžeme zkusit použ́ıt i nelimitńı verzi.

Doplňuj́ıćı poznámka: Pokud zjist́ıme, že nejde použ́ıt odmocninové
či pod́ılové kritérium z toho d̊uvodu, že limita vyjde 1, nemá smysl
zkoušet druhé z těchto kritéríı, protože také nep̊ujde použ́ıt.

Plat́ı totiž následuj́ıćı tvrzeńı:

Pokud existuje lim |an+1|
|an| , pak existuje i limita lim n

√
|an| a jej́ı

hodnota je stejná.

Kombinace srovnávaćıho kritéria a Věty VII.8: Pro řadu s nezápornými
členy můžeme jej́ı členy porovnat se škálou 1

nα
. To znamená zjistit,

zda nastává jeden z následuj́ıćıch př́ıklad̊u:

– Existuje α ∈ R, že an je
”
zhruba stejně velké jako“ 1

nα
.

V tom př́ıpadě
∑

n an konverguje, právě když α > 1.

– Existuje α > 1, že an je
”
vpodstatě menš́ı než 1

nα
“.

Pak
∑

n an konverguje.

– an je
”
vpodstatě větš́ı než 1

n
“.

Pak
∑

n an diverguje.

Vyjádřeńı v uvozovkách jsou intuitivńı, jejich přesný význam je
dán t́ım, že lze použ́ıt Věta VII.3, Věta VII.3’ nebo Věta VII.5.

Leibnizovo kritérium: Věta VII.9 je jediným obecným prostředkem,
který máme pro d̊ukaz neabsolutńı konvergence. Neńı jediným
existuj́ıćım kritériem, ale jinými se zabývat nebudeme.

Použit́ı aritmetických operaćı s řadami: Tj. použit́ı Větičky VII.2,
jak bylo ilustrováno v komentáři k ńı.
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Př́ıklad 20 ze supersemináře: V zadaných př́ıkladech je třeba rozhod-
nout, zda daná řada konverguje absolutně, konverguje neabsolutně či diver-
guje. (Nejprve si ukážeme řadu př́ıklad̊u, v ńıž se neabsolutńı konvergence
nevyskytuje. Na prvńı pohled to samozřejmě nemuśı být zřejmé.)

Př́ıklad (a):
∞∑
n=1

(n+ 5)!(2n+ 1)!(−7)n

(3n)!

• Úvodńı úvahy: Členy řady nejsou nezáporné, ale pravidelně stř́ıdaj́ı
znaménka. Nejprve tedy vyšetř́ıme absolutńı konvergenci.

Členy řady jsou definovány jako součin a pod́ıl výraz̊u s faktoriály a
mocninami. Zdá se tedy přirozené zkusit použ́ıt pod́ılové kritérium.

• Pokus o použit́ı pod́ılového kritéria:

Máme an = (n+5)!(2n+1)!(−7)n
(3n)!

, tedy |an| = (n+5)!(2n+1)!·7n
(3n)!

. Poč́ıtejme:

|an+1|
|an|

=

(n+1+5)!(2(n+1)+1)!·7n+1

(3(n+1))!

(n+5)!(2n+1)!·7n
(3n)!

=
(n+ 6)!(2n+ 3)! · 7n+1 · (3n)!

(3n+ 3)! · (n+ 5)!(2n+ 1)! · 7n

(1)
=

(n+ 6)(2n+ 3)(2n+ 2) · 7
(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)

(2)
=

(1 + 6
n
)(2 + 3

n
)(2 + 2

n
) · 7

(3 + 3
n
)(3 + 2

n
)(3 + 1

n
)

AL−→ 1 · 2 · 2 · 7
3 · 3 · 3

=
28

27
.

Komentář k výpočtu:

(1) Zkrátili jsme výrazy, které jsou stejně barevně označené. Např́ıklad
jsme použili, že (n+ 6)! = (n+ 6)(n+ 5)!
a (3n+ 3)! = (3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)(3n)!.

(2) Vykrátili jsme převládaj́ıćı člen, tj. n3.

AL znamená použit́ı věty o aritmetice limit.

Závěr: Limita nám vyšla 28
27

. Protože 28
27
> 1, řada diverguje.
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Př́ıklad (b):
∞∑
n=1

(3n)!

(2n+ 700)! · n! · (−8)n

• Úvodńı úvahy jsou stejné jako v př́ıkladu (a): Členy řady nejsou nezáporné,
ale pravidelně stř́ıdaj́ı znaménka. Nejprve tedy vyšetř́ıme absolutńı kon-
vergenci.

Členy řady jsou definovány jako součin a pod́ıl výraz̊u s faktoriály a
mocninami. Zdá se tedy přirozené zkusit použ́ıt pod́ılové kritérium.

• Pokus o použit́ı pod́ılového kritéria: Máme an = (3n)!
(2n+700)!·n!·(−8)n , tedy

|an| = (3n)!
(2n+700)!·n!·8n . Poč́ıtejme:

|an+1|
|an|

=

(3(n+1))!
(2(n+1)+700)!·(n+1)!·8n+1

(3n)!
(2n+700)!·n!·8n

=
(3n+ 3)! · (2n+ 700)! · n! · 8n

(2n+ 702)! · (n+ 1)! · 8n+1 · (3n)!

=
(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)

(2n+ 702)(2n+ 701)(n+ 1) · 8
(3 + 3

n
)(3 + 2

n
)(3 + 1

n
)

(2 + 702
n

)(2 + 701
n

)(1 + 1
n
) · 8

AL−→ 3 · 3 · 3
2 · 2 · 1 · 8

=
27

32
.

Výpočet prob́ıhal velmi podobně jako v př́ıkladu (a). Tentokrát vyšla
limita 27

32
. Protože 27

32
< 1, řada konverguje absolutně.

Př́ıklad (c):
∞∑
n=1

(−1)n
(n+ 2)n

nn+2

• Úvodńı úvahy: Členy řady nejsou nezáporné, ale pravidelně stř́ıdaj́ı
znaménka. Nejprve tedy vyšetř́ıme absolutńı konvergenci.

Protože se v členech řady vyskytuj́ı výrazu umocněné na n-tou, zdá se
přirozené zkusit použ́ıt odmocninové kritérium.

• Pokus o použit́ı odmocninového kritéria:

Máme an = (−1)n (n+2)n

nn+2 , tedy |an| = (n+2)n

nn+2 . Poč́ıtejme:

n
√
|an| =

n

√
(n+ 2)n

nn+2
=
n+ 2

n
n+2
n

=
n+ 2

n1+ 2
n

=
n+ 2

n · n 2
n

=
1 + 2

n
n
√
n2
→ 1
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Komentář k výpočtu: Použ́ıváme běžná pravidla pro poč́ıtáńı s mocni-
nami (Větička IV.26) a to, že pro x > 0 plat́ı n

√
x = x

1
n .

Také jsme vykrátili n (v předposledńım kroku) a použili (kromě věty
o aritmetice limit, samozřejmě), že n

√
n → 1 (což je známá limita z

kapitoly II).

Limita vyšla 1, což znamená, že odmocninové kritérium nám nepomůže
a muśıme zvolit jiné.

• Úvahy, co dál: Potřebujeme jemněji vyšetřit chováńı posloupnosti {|an|},
odmocninové kritérium se ukázalo být př́ılǐs hrubým nástrojem. Nab́ıźı
se zjistit, zda posloupnost člen̊u má limitu 0, př́ıpadně ji porovnat s
řadami ze škály 1

nα
.

• Výpočet lim |an| a odhad velikosti |an|:
Jest

|an| =
(n+ 2)n

nn+2
.

Čitatel i jmenovatel maj́ı limitu +∞. Je třeba zjistit, který z nich
převáž́ı a jak.

Protože ve jmenovateli je mocnina vyšš́ı než v čitateli, intuitivně to
vypadá tak, že převáž́ı jmenovatel.

Zkusme to ověřit tak, že čitatel rozděĺıme na součin tak, aby jeden z
činitel̊u šel snadno porovnat se jmenovatelem:

|an| =
(n+ 2)n

nn · n2
=

(
n+ 2

n

)n
· 1

n2
=

(
1 +

2

n

)n
· 1

n2
.

Spočteme limitu prvńıho činitele: Máme(
1 +

2

n

)n
= exp(n log(1 + 2

n
))

a

lim
n→∞

n log(1 + 2
n
) = lim

n→∞

log(1 + 2
n
)

2
n︸ ︷︷ ︸
→1

·2 = 2,

kde jsme použili Heineho větu a základńı limitu pro logaritmus.
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Proto

lim
n→∞

(
1 +

2

n

)n
= exp(2) = e2.

Z toho tedy dostaneme, že lim |an| = e2 ·0 = 0, a tedy nutná podmı́nka
konvergence je splněna. To samo o sobě ještě nedává řešeńı našeho
př́ıkladu.

Nicméně uvedený výpočet dává přesněǰśı informaci, totiž, že

|an|
1
n2

=

(
1 +

2

n

)n
→ e2.

Protože limita je vlastńı a
∑

n
1
n2 konverguje, podle Věty VII.5 řada

konverguje absolutně.

Př́ıklad (d):
∞∑
n=1

(
1− sin

1

n

)(n2)

.

• Úvodńı úvahy: Řada má kladné členy. (Pro každé n ∈ N je 1
n
∈ (0, 1〉 ⊂

(0, π), proto sin 1
n
∈ (0, 1). Tedy 1 − sin 1

n
> 0, a tedy členy řady jsou

definované a kladné.)

Proto konvergence a absolutńı konvergence znamenaj́ı pro tuto řadu
totéž.

Členy řady jsou ve tvaru
”
něco na n2“. Jejich n-tá odmocnina je tedy

ve tvaru
”
něco na n“, a proto má jednoduchý tvar. Nab́ıźı se zkusit

odmocninové ktritérium.

• Pokus o použit́ı odmocninového kritéria:

Máme |an| = an =
(
1− sin 1

n

)(n2)
, a tedy

n
√
|an| =

n

√(
1− sin

1

n

)(n2)

=

(
1− sin

1

n

)n
= exp

(
n log

(
1− sin

1

n

))
.
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Abychom spočetli limitu, spočteme nejprve limitu exponentu:

lim
n→∞

n log

(
1− sin

1

n

)
= lim

n→∞
n ·

log
(
1− sin 1

n

)
− sin 1

n︸ ︷︷ ︸
→1 (Heine)

·
(
− sin

1

n

)

AL
= 1 · lim

n→∞
n ·
(
− sin

1

n

)
= lim

n→∞
−

sin 1
n

1
n︸ ︷︷ ︸

→1 (Heine)

= −1.

Proto plat́ı
n
√
|an| → exp(−1) =

1

e
.

Protože 1
e
< 1, dostáváme, že řada konverguje absolutně.

Př́ıklad (e):
∞∑
n=1

(
√
n3 + n−

√
n3 − 1).

• Úvodńı úvahy: Řada má kladné členy. (Je totiž zřejmé, že pro každé
n ∈ N plat́ı n3 + n > n3 − n ≥ 0 a druhá odmocnina je rostoućı na
〈0,+∞).) Proto konvergence a absolutńı konvergence znamenaj́ı pro
tuto řadu totéž.

Je tedy potřeba řadu porovnat s nějakou ze známých řad, nab́ıźı se
škála 1

nα
.

Použ́ıvat odmocninové nebo pod́ılové kritérium nemá smysl, protože se
ve vzorci pro řadu nevyskytuje nic ve tvaru

”
něco na n“ ani faktoriály.

• Odhad velikosti an:

Máme an =
√
n3 + n −

√
n3 − 1. Je to rozd́ıl dvou výraz̊u, které maj́ı

limitu +∞. Protože oba výrazy jsou vyjádřeny pomoćı druhé odmoc-
niny, nab́ıźı se použ́ıt metodu vhodného rozš́ı̌reńı, známou z poč́ıtáńı
limit.

Jest

an =
√
n3 + n−

√
n3 − 1 = (

√
n3 + n−

√
n3 − 1) ·

√
n3 + n+

√
n3 − 1√

n3 + n+
√
n3 − 1

=
(n3 + n)− (n3 − 1))√
n3 + n+

√
n3 − 1

=
n+ 1√

n3 + n+
√
n3 − 1

.
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Nyńı použijeme daľśı metodu známou z poč́ıtáńı limit – vytknut́ı a
vykráceńı převládaj́ıćıho členu. V čitateli je převládaj́ıćı člen n, ve jme-
novateli

√
n3 = n

3
2 .

Máme tedy

an =
n+ 1√

n3 + n+
√
n3 − 1

=
n(1 + 1

n
)

√
n3
(√

1 + 1
n2 +

√
1− 1

n3

)
=

1√
n
·

1 + 1
n√

1 + 1
n2 +

√
1− 1

n3︸ ︷︷ ︸
→ 1

2

.

Dostáváme tedy, že an → 0, nutná podmı́nka konvergence je splněna.
Tato informace však nestač́ı k vyřešeńı př́ıkladu.

Nicméně uvedený výpočet dává přesněǰśı informaci, totiž, že

an
1√
n

=
1 + 1

n√
1 + 1

n2 +
√

1− 1
n3

→ 1

2
.

Protože limita je vlastńı a nenulová a
∑

n
1√
n

diverguje (dle Věty VII.8,

protože 1
2
< 1), podle Věty VII.5 řada diverguje.

Př́ıklad (f):
∞∑
n=1

1

n2 log(n+ 1)
.

• Úvodńı úvahy: Řada má kladné členy. Proto konvergence a absolutńı
konvergence znamenaj́ı pro tuto řadu totéž.

Je tedy potřeba řadu porovnat s nějakou ze známých řad. Protože
log(n+ 1)→ +∞, členy řady budou

”
výrazně menš́ı než 1

n2“. Protože∑
n

1
n2 konverguje, bude konvergovat i naše řada. Dokážeme to pomoćı

limitńıho srovnávaćıho kritéria.

• Přesný d̊ukaz na základě uvedených úvah:

Jest an = 1
n2 log(n+1)

, tedy

an
1
n2

=
1

log(n+ 1)
→ 0.
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Protože limita je vlastńı a
∑

n
1
n2 konverguje, naše řada konverguje

absolutně podle Věty VII.5.

Př́ıklad (g):
∞∑
n=2

1

n2 − 1
log

1

n
.

• Úvodńı úvahy: Všimněme si, že sč́ıtáme až od n = 2, pro n = 1 vzorec
pro n-tý člen nedává smysl (kv̊uli nule ve jmenovateli).

Máme

an =
1

n2 − 1
log

1

n
= − log n

n2 − 1
.

Řada má tedy záporné členy. Proto konvergence a absolutńı konver-
gence znamená pro tuto řadu totéž. (Uvědomme si, že |an| = −an, a
tedy lze použ́ıt Větičku VII.2.)

Budeme tedy pracovat s řadou
∑

n |an| a pokuśıme se ji srovnat s
nějakou známou řadou.

• Úvahy o velikosti |an|:
Kdybychom měli řadu

∑∞
n=2

1
n2−1 , pak bychom ji porovnali s řadou∑

n
1
n2 a zjistili, že konverguje (dle Věty VII.5).

Ale v našem př́ıpadě je 1
n2−1 násobeno ještě log n. Protože log n →

+∞, informace z předchoźıho odstavce nestač́ı. S jej́ım využit́ım totiž
dostanem pouze, že naše řada má

”
větš́ı členy než konvergentńı řada“,

což je k ničemu.

Z kapitoly IV ovšem v́ıme, že
”
logaritmus jde do nekonečna pomaleji

než libovolná mocnina“, tj. pro každé α > 0 plat́ı limx→+∞
log x
xα

= 0.

Zároveň si uvědomı́me, že kdyby v čitateli bylo (třeba)
√
n mı́sto log n,

dala by se řada srovnat s řadou
∑

n
1

n
3
2

a ta konverguje (Věta VII.8).

Tyto intuitivńı úvahy nás vedou k tomu, abychom zkusili řadu srovnat
s
∑

n
1

n
3
2

.

• Srovnáńı s
∑

n
1

n
3
2

:

Plat́ı

|an|
1

n
3
2

=
logn
n2−1
1

n
3
2

=
n

3
2 log n

n2 − 1
=

n
3
2 log n

n2(1− 1
n2 )

=
log n√
n︸ ︷︷ ︸
→0

· 1

1− 1
n2︸ ︷︷ ︸

→1

AL→ 0 · 1 = 0.
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Protože limita je vlastńı a řada
∑

n
1

n
3
2

konverguje, naše řada konvergje

absolutně podle Věty VII.5.

Př́ıklad (h):
∞∑
n=1

n sin

(
1− cos

1

n

)
.

• Úvodńı úvahy: Řada má kladné členy. (Pro každé n ∈ N je totiž 1
n
∈

(0, 1] ⊂ (0, π
2
), tedy cos 1

n
∈ (0, 1), a proto i 1 − cos 1

n
∈ (0, 1). Protože

(0, 1) ⊂ (0, π
2
), dostáváme sin

(
1− cos 1

n

)
> 0.)

Proto konvergence a absolutńı konvergence znamenaj́ı pro tuto řadu
totéž.

Zkuśıme tedy tuto řadu porovnat s některou známou řadou.

• Použit́ı limitńıho srovnávaćıho kritéria:

Na prvńı pohled asi neńı patrné, s kterou řadou bychom tuto řadu měli
srovnat. (I když lze očekávat, že to bude některá ze škály 1

nα
.)

Proto použijeme limitńı srovnávaćı kritérium k postupnému zjednodušováńı
řady:

Krok 1: Vı́me, že 1−cos 1
n
→ 0 a 1−cos 1

n
> 0. Protože limx→0

sinx
x

=
0, z Heineho věty plyne, že

lim
n→∞

sin(1− cos 1
n
)

1− cos 1
n

= 1,

tedy i

lim
n→∞

n sin(1− cos 1
n
)

n(1− cos 1
n
)

= 1.

Protože limita je vlastńı a kladná, z Věty VII.5(b) plyne, že

∞∑
n=1

n sin

(
1− cos

1

n

)
konverguje

⇐⇒
∞∑
n=1

n

(
1− cos

1

n

)
konverguje.

(∗)
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Krok 2: Zkoumejme řadu
∑∞

n=1 n
(
1− cos 1

n

)
:

Vı́me, že 1
n
→ 0 a 1

n
> 0. Protože limx→0

1−cosx
x2

= 1
2
, z Heineho

věty plyne

lim
n→∞

1− cos 1
n

1
n2

=
1

2
,

tedy i

lim
n→∞

n(1− cos 1
n
)

n · 1
n2

=
1

2
.

Protože limita je vlastńı a kladná, z Věty VII.5(b) plyne, že

∞∑
n=1

n

(
1− cos

1

n

)
konverguje⇐⇒

∞∑
n=1

n · 1

n2
konverguje. (∗∗)

Závěr: Řada
∑∞

n=1 n ·
1
n2 =

∑∞
n=1

1
n

diverguje. Podle (∗∗) pak diver-
guje řada

∑∞
n=1 n

(
1− cos 1

n

)
, a tedy podle (∗) diverguje i řada ze

zadáńı.

Řada tedy diverguje.

Př́ıklad (i):
∞∑
n=1

log

(
n sin

1

n

)
.

• Úvodńı úvahy:

Protože 1
n
∈ (0, 1〉 ⊂ (0, π

2
), je sin 1

n
> 0 pro každé n ∈ N. Tedy i

n sin 1
n
> 0, a tedy všechny členy řady jsou definované.

Dále, pro každé x > 0 plat́ı sinx < x (to bud’ v́ıme, nebo zjist́ıme

pomoćı vyšetřeńı pr̊uběhu funkce x−sinx), a tedy sinx
x
< 1 . Pro n ∈ N

tedy plat́ı

n sin
1

n
=

sin 1
n

1
n

< 1,

a proto

log

(
n sin

1

n

)
< 0.

Řada má tedy záporné členy. Proto konvergence a absolutńı konver-
gence znamená pro tuto řadu totéž. (Uvědomme si, že |an| = −an, a
tedy lze použ́ıt Větičku VII.2.)
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Budeme tedy pracovat s řadou
∑

n |an| =
∑∞

n=1− log
(
n sin 1

n

)
a po-

kuśıme se ji srovnat s nějakou známou řadou.

• Použit́ı limitńıho srovnávaćıho kritéria.

Stejně jako v předchoźım př́ıkladu na prvńı pohled asi neńı patrné, s
kterou řadou bychom tuto řadu měli srovnat. (I když lze očekávat, že
to bude některá ze škály 1

nα
.)

Proto použijeme limitńı srovnávaćı kritérium k postupnému zjednodušováńı
řady:

Prvńı krok: Vı́me, že

lim
n→∞

n sin
1

n
= lim

n→∞

sin 1
n

1
n

= 1

(d́ıky Heineho větě a tomu, že limx→0
sinx
x

= 1). Výše jsme ukázali,

že n sin 1
n
< 1, a proto z toho, že limy→1

log y
y−1 = 1 pomoćı Heineho

věty dostáváme

lim
n→∞

log
(
n sin 1

n

)
n sin 1

n
− 1

= 1,

a tedy i

lim
n→∞

− log
(
n sin 1

n

)
1− n sin 1

n

= 1.

Protože limita je vlastńı a kladná, z Věty VII.5(b) dostáváme, že

∞∑
n=1

− log

(
n sin

1

n

)
konverguje

⇐⇒
∞∑
n=1

(1− n sin 1
n
) konverguje.

(◦)

Druhý krok: Vyšetřujme dále řadu
∑∞

n=1(1 − n sin 1
n
). Protože ne-

vid́ıme, s č́ım přesně by se měla srovnat, zkuśıme srovnat s řadou∑
n

1
nα

pro obecné α.
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Protože 1−n sin 1
n
→ 0, jak jsme ukázali výše, budeme předpokládat,

že α > 0. Poč́ıtejme:

lim
n→∞

1− n sin 1
n

1
nα

= lim
n→∞

1− sin 1
n

1
n

( 1
n
)α

Heine
= lim

x→0+

1− sinx
x

xα

= lim
x→0+

x− sinx

xα+1

l’H
”
0
0
“

= lim
x→0+

1− cosx

(α + 1)xα
.

Nyńı vid́ıme, jaká je správná volba α: Pro α = 2 limita vyjde 1
6
.

Protože 1
6
∈ (0,+∞), podle Věty VII.5(b) dostáváme, že

∞∑
n=1

(1− n sin 1
n
) konverguje⇐⇒

∞∑
n=1

1

n2
konverguje. (◦◦)

Závěr: Řada
∑∞

n=1
1
n2 konverguje. Podle (◦◦) pak konverguje řada∑∞

n=1(1−n sin 1
n
), a tedy podle (◦) konverguje i řada

∑∞
n=1− log

(
n sin 1

n

)
.

Řada tedy konverguje absolutně.
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