Komentar k oddilu XVII.5 — Stabilita stacionarnich reSeni auto-
nomnich soustav

K obsahu a smyslu tohoto oddilu:

e Soustavy diferencidlnich rovnic ¢asto slouzi k modelovani ¢casového vyvoje
néjakych procesu (fyzikalnich, biologickych, ekonomickych atp.).

Zaurcitych predpokladu (viz Véta XVII.3) plati, ze pro kazdou pocatecéni
podminku existuje pravé jedno maximalni feSeni, které ji splnuje.

V fe¢i modelovani to znamena, ze pocatecni stav jednoznacné urcuje
budouci vyvoj (a také minuly vyvoj).

e V konkrétnich modelech a jejich konkrétnich aplikacich ovsem mnohé
véci nevime presneé.

Neumime presné urcit (zméfit) soucasny stav a ¢asto ani neumime
spocitat explicitni vzorec pro presné feseni.

Pak prichazeji ke slovu piiblizné a numerické metody — takovych me-
tod existuje celda fada a mnohé jsou také implementovany v ruznych
softwarovych nastrojich.

Ale abychom védéli, ze ta numericky spocitana feSeni jsou opravdu
ptiblizna feseni (tj. od presného feseni se lisi jen malo), potiebujeme
védeét — zhruba feceno — ze kdyz udélame malou chybu ve vstupnich
datech, bude i ve vysledku chyba mala.

e Jednou z vét v tomto sméru je Véta XVIL.13 o spojité zavislosti na
pocatecnich podminkach.

Ta tikd (zjednodusené), ze kdyz se mélo zméni poc¢ateéni podminka, pak
se malo zméni feSeni — ale jen na néjakém predem urcéeném uzavieném
intervalu.

V tomto oddilu se budeme zabyvat podminkami, za nichz mald zména
pocateéni podminky vyvola malou zménu ,,az do nekonecéna“.

e Véty o stabilité jsou takovym snem teoretickych ekonomtu — cilem je
jakési vseobecnd rovnovaha (equilibrium), v nékterych makroekono-
mickych modelech nazyvanda ,bliss point“, tedy bod blazenosti, coz
je ekonomicka verze vécné blazenosti dosazitelné tou spravnou mirou
spotieby.



e V teorii soustav diferencidlnich rovnic je takova rovnovaha reprezento-
vand stacionarnim (konstantnim) fesenim.
Za urcitych predpokladu pak plati, ze pokud se poc¢atecni podminka
malo lisi od rovnovazné hodnoty, pak limitou feseni je pravé ta rov-
novazna hodnota.
A to je presné to, co ekonomové chtéji — vyvoj ekonomiky sméruje k
rovnovaze, k vééné blazenosti. A podle jejich zaméfeni bud sdm od
sebe (podle pravicové zamérenych ekonomu) nebo v piipadé, ze stat
spravné nastavi parametry a spravné procesy usmeérnuje (podle levicové
zameéfenych ekonomu).

e Nakolik to odpovid4 realité, necht si posoudi kazdy sam. Ale je s tim
spojena velmi zajimava ¢ast matematiky, do které v tomto oddilu
strucné nahlédneme.

Zakladni situace a zakladni pojmy:
e V tomto oddilu se budeme zabyvat soustavami tvaru

' =g(x), (%)

kde x je neznaméd vektorova funkce a g je vektorové zobrazeni defino-
vané na néjaké oteviené mnoziné G C R™ (tj. g: G — R").
Navic piedpoklddame, ze g je tiidy C! na mnoziné G.

Zapis po slozkach je

/
Ty = gi(21, 22, ..., Tp)
/
Ty = ga(x1, Ty ..., Ty)
, J—
z = gn(T1, 20, ..., 2y),
pficemz funkce g1, ..., g, jsou tfidy C* na mnoziné G.

e Za této situace z Véty XVIIL.3 plyne, ze pro kazdé t, € R a kazdé
b € G existuje pravé jedno maximalni feSeni & soustavy (x) spliujici
pocétecni podminku x(ty) = b.



e Soustavy tvaru () jsou autonomni, tj. na pravé strané se nevyskytuje
samostatné proménnd ¢ (cas).

Stejné jako u autonomnich rovnic z oddilu XIV.2 tedy dalsi vyvoj zavisi
jen na okamzitém stavu, nikoli pfimo na case.

Plati i nasledujici tvrzeni, které je zcela analogické podobnému tvrzeni
z oddilu XIV.2 a jeho dukaz je také stejny:

Necht x je redent soustavy (%) definované na intervalu (a,b). Ddle necht
c € R. Pak vektorovd funkce (t) = x(t + ¢) je TeSenim soustavy ()
na intervalu (a — ¢,b — ¢).

e Staciondrni bod soustavy (x) je takovy bod a € G, pro ktery plati
g(a) =0.

To presné znamend, ze konstantni funkce

je TeSenim soustavy ().
Konstantni feseni se nazyvaji téz staciondrni. Pokud soustava modeluje

néjaky proces, pak staciondrni feSeni reprezentuji rovnovazné stavy.
Rovnovazny stav je takovy stav, ktery se nemeéni, zustava stéle stejny.

e Predmétem zajmu v tomto oddilu je otazka, co se stane, pokud pocatecni
podminka je blizko stacionarnitho bodu — zda cely dalsi vyvoj feseni
zustane v blizkosti stacionarniho feseni nebo ne a zda pripadné bude
mit limitu rovnou stacionarnimu bodu.

To vyjadruji nasledujici definice:
— Stacionarni bod a soustavy je stabilni, pokud ke kazdému ¢ > 0

existuje takové 0 > 0, ze pro kazdé Teseni mx, které splnuje
|z(0) — a|| < 4§, plati

%  je definovdno na intervalu obsahujicim interval (0, +00);
* Vt € (0,400): [[x(t) —al| <e.

[lustrujme to na obrazku:



T T~ —
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Pro kazdé € > 0 (to reprezentuje oranzovy pas sitky ) existuje
d > 0 (to reprezentuje modra tisecka o poloméru d) tak, ze kdykoli
fesen{ splituje ||2(0) — al| < d (tj. prochdzi modrou tseckou), pak
je definované az do nekonecna a nevzdali se vice nez € od a (tj. graf
na intervalu (0, +00) je cely obsazen v oranzovém pésu). Fialové
je vyznacen mozny graf takového teseni.

Jak se tato feseni chovaji pro t < 0, neni podstatné — zajima nas
vyvoj do budoucnosti, nikoli minulost.

Nenechme se zmast tim, ze fialové Teseni na obrazku se nachazi
celé na jedné strané do stacionarniho teseni. To je zpusobeno tim,
ze obrazek je dvourozmeérny, a tedy zachycuje ptipad n = 1 —
tedy jedné rovnice. Pak oranzovy péas je skutecné stacionarnim
feSenim rozdélen na dvé ¢asti — nad feSsenim a pod TeSenim. A
protoze se fesen{ nemohou protinat, musi byt kazdé feseni bud
nad stacionarnim nebo pod nim.
Pro vétsi n to tak neni — naptiklad pro n = 2 oranzovy pas je
ve skutecnosti nekonecny valec o poloméru e okolo stacionarniho
feseni, a tak feSeni obsazend v tomto valci mohou stacionarni
reSeni ruzné obtacet.

— Pokud staciondrni bod a neni stabilni, pak mu (nikoli prekvapivé)
fikdme nestabilni.

— Silnéjsi verzi stability je asymptoticka stabilita. Presnéji, stacionarni
bod a je asymptoticky stabilni,
* pokud je stabilni,
x a navic existuje A > 0, ze pro kazdé feSeni splnujici
|z(0) — a|| < A plati lim z(t) = a.
t——+o00



Zduraznéme, ze soucasti definice asymptotické stability je podminka
stability, ktera neplyne automaticky z druhé podminky. Konkrétni
priklad nebudeme uvadét, ale je myslitelné, ze kazdé feseni se nej-
prve vzdali od stacionarniho napiiklad do vzdélenosti 1 nebo vyssi,
ale pak se opét priblizi a jeho limitou je stacionarni bod.

e Uvedme ilustrativni pifklad, ne pfimo soustavy rovnic, ale fyzikdlniho
procesu, ktery demonstruje definované pojmy.

Meéjme drat ve tvaru sinusoidy a na ném navleceny koralek, ktery se po
onom draté muze pohybovat.
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Stav koralku v ¢ase t popiseme dvojici [x(t),v(t)], kde z(t) je z-ové
soutadnice polohy koralku a v(t) je okamzita rychlost kordlku ve sméru
osy = (kladna rychlost znamend pohyb doprava, zaporna pohyb doleva).

Predpokladejme, Zze na koralek pusobi gravitacni sila ve smeéru svisle
dolu a ze po draté klouze bez treni.

Pak tfeba [a, 0] a [b, 0] jsou stacionarni body. Pokud se koralek nachézi
v jednom z téchto bodu a ma nulovou rychlost, zustane stat na miste.

Bod [b,0] je ovéem nestabilni. Stac¢i libovolné mald vychylka polohy
nebo rychlosti a koralek pusobenim gravitace klouze do nejblizsiho
udoli, takze se vzdali od staciondarniho bodu. (V tudoli se nezastavi,
ale to ted nenf podstatné.)

Bod [a, 0] je stabilni, ale ne asymptoticky stabilni. Pokud se mélo zmeéni
poloha ¢i rychlost, pak korédlek bude periodicky klouzat tam a zpét
kolem bodu a.

Pokud ovsem na kordlek pusobi i tfeni, pak je bod [a,0] asympto-
ticky stabilni. Pokud se totiz malo zméni poloha ¢i rychlost, bude opét
klouzat tam a zpét kolem bodu a. Zaroven vsak vlivem tfeni bude
zpomalovat a vychylky se budou zmensovat, takze se bude blizit ke
staciondrnimu bodu |a, 0].



K Véte XVII.14:

e Specialnim pripadem autonomnich soustav jsou homogenni soustavy
linearnich rovnic s konstantnimi koeficienty, tj. soustavy

T = Az, (%)

kde A je ¢tvercova matice fadu n.
Takova soustava ma vzdy aspon jeden stacionarni bod, a to o.
Pokud je A regularni, je to jediny stacionarni bod.

Pokud A neni regularni, existuje nekonetné mnoho stacionarnich bodu
— jsou to vSechna b € R" splnujici Ab = o, tedy prvky jadra linearniho
zobrazeni reprezentovaného matici A.

e Véta XVIIL.14 se zabyva podminkami, za kterych je stacionarni bod o
soustavy (#x*) stabilni nebo asymptoticky stabilni.

e Bod (i) tikd, ze bod o je asymptoticky stabilni, pravée kdyz kazdé vlastni
¢islo A matice A splinuje Re A < 0.

To plyne z metody Feseni téchto soustav z oddilu XVII.3 (viz tlohu 3
z doplnujicich cviceni k tomuto oddilu).

Podrobny dukaz délat nebudeme.
e Bod (ii) ik, ze bod o je stabilni, pravé kdyz pro kazdé vlastni ¢islo A
matice A plati
o ReA <0,
o pokud Re A = 0, pak nasobnost A je rovna n — h(AL — A).
Ani ten nebudeme podrobné dokazovat. Plyne z dukladné analyzy me-

tody Teseni z oddilu XVII.3, ktera byla naznac¢ena v tilohach 7, 10, 13,
14 z doplnujicich cvicéeni k tomuto oddilu.



K Véte XVII.15:

e Tato véta se zabyva podminkami, za nichz je stabilni ¢i asymptoticky
stabilni staciondrni bod v obecném pripadé.

Na rozdil od linearnich soustav tentokrat nemame zadnou jednoduchou
charakterizaci, ale pouze dvé implikace.

Vysvétlime tedy predpoklady a tvrzeni véty a také meze jeji pouzitelnosti.

e Mdame soustavu (x) a jeji staciondrni bod a. Uvazme matici

A — <89i) .
Ox; ij=1,..n

To je Jacobiho matice zobrazeni g v bodé a, s niz jsme se setkali v
jiném kontextu v kapitole VIII ve vété o substituci pro Lebesgueuv
integral.

Zde nés ovSsem nebude zajimat jeji determinant, ale jeji vlastni ¢isla,
jak vysvétlime nize.

e Protoze funkce g1, ..., g, jsou tiidy C!, z Véty V.12 (o tecnosti tecné
nadroviny) plyne
gi(®) — gi(a) — Vgi(a) - (x — a)

Vie{l,...,n}: lim =0,
z—a |z —al

kde pouzivame znaceni z dalsich oddilu (maticové nésobeni z kapitoly
VI a normu z oddilu IX.3).

Protoze a je stacionarni bod, neboli g(a) = o, je g;(a) = 0 pro kazdé
1, a tedy plati

Vie{l,...,n}: lim gi(@) — Vgi(a) (z —a)
Y z—a |z — al|

=0.

Protoze tadky matice A jsou pravé gradienty funkei ¢1,...,g, v bodé
a, lze téchto n rovnosti zapsat najednou v maticovém tvaru
gz)—A-(z—a)

lim = o.
z—a |z —al|




Pokud oznac¢ime

£,
hi(x) = gi(x) — Vgi(a) - (x —a), xeGie{l,...,n},
pak plati
gx)=A-(x—a)+h(x), z€d
: h
lim ﬂ =o0

voallz —all

Pak soustava () mé tvar
' =A (x—a)+ h(x),

kde vektorové zobrazeni h je ,velmi malé“ v blizkosti a (viz limita
vyse).
Pak a je také stacionarni bod linedrni soustavy

' =A (x—a)
a podle Véty XVIIL.14 umime urcit, zda je stabilni ¢i asymptoticky

stabilni.

Obsahem Veéty XVII.15 je tvrzeni, ze vlastnosti feSeni této linearni
soustavy, se prenesou na feSeni soustavy (x), a to za predpokladu,
ze v linearnim pripadé jsou splnény ,vyraznym zpusobem®, coz déle
upfesnime, co znamena.

Bod (i): Pokud pro kazdé vlastni ¢islo A matice A plati Re A < 0, pak
a je asymptoticky stabilni stacionarni bod soustavy (x).

Podle Véty XVIIL.14 vime, ze tato podminka je ekvivalentni tomu, ze
o je asymptoticky stabilni staciondrni bod soustavy @’ = A - x, coz je
evidentné ekvivalentni tomu, ze a je asymptoticky stabilni stacionarni
bod soustavy ' = A - (x — a).

Bod (i) nam tika, ze perturbace pomoci ,malé“ funkce h (viz vyse)
asymptotickou stabilitu nepokazi.
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e Bod (ii): Pokud existuje vlastni ¢islo A matice A, pro které plati Re A >
0, pak staciondrni bod a je nestabilni.

V tomto ptipadé z Véty XVIIL.14 plyne, Ze o je nestabilni staciondrni
bod soustavy &’ = A-x, neboli a je nestabilni stacionarni bod soustavy
' =A (x—a).

Navic, z metody teSeni z oddilu XVII.3 vidime, ze tato nestabilita je
,Vyrazna“ — existuje feseni, které zac¢ina blizko stacionarniho teseni a
pak se vzdaluje exponencidlnim tempem.

Bod (ii) ndm fikd, ze tento vyrazny druh nestability nemuze spravit
perturbace pomoci ,malé* funkce h (viz vyse).

e Body (i) a (ii) nepokryvaji vSechny moznosti. V pripadé, ze vSechna

vlastni ¢isla A matice A spliuji ReA < 0 a nékterd z nich splnuji
Re A = 0, pak tato véta netika nic.
Véta XVII.14 nédm sice fika, jak poznat, zda a je stabilni bod soustavy
' = A - (x — a), ale jeho stabilita ¢ nestabilita je ,mélo vyraznd“
a mald perturbace pomoci funkce h muze situaci zménit, a to obéma
SMery.

To déle ilustrujeme na ptikladech.

e Uvazme piipad jedné rovnice 2’ = g(z), kde funkce g je tiidy C' na
néjakém otevieném intervalu I a a € I je stacionarni bod. Pak plati:

— Pokud ¢'(a) < 0, pak a je asymptoticky stabilni. (Bod (i), téz to
plyne z metod z oddilu XIV.2.)

— Pokud ¢'(a) > 0, pak a je nestabilni. (Bod (ii), téz to plyne z
metod z oddilu XIV.2.)

— Pokud ¢'(a) = 0, pak se muze stét cokoli:

x Pokud g(x) = 2% nebo g(x) = 23, pak ¢'(0) = g(0) = 0 a
stacionarni bod 0 je nestabilni. (Pouziji se metody z oddilu
XIV.2.)

« Pokud ¢(z) = 0, pak ¢'(0) = ¢(0) = 0 a stacionarni bod 0
je stabilni, ale ne asymptoticky stabilni. (Resenim jsou pravé
konstantni funkce.)

x Pokud g(z) = —a?, pak ¢'(0) = g(0) = 0 a staciondrn{ bod 0
je asymptoticky stabilni. (Pouziji se metody z oddilu XIV.2.)
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Tyto ptiklady ukazuji, ze v pripadeé, ze ptislusny stacionarni bod
slinearizované“ soustavy je stabilni, mtuze pro puvodni soustavu
nastat kterykoli ze ti{ piipadu (asymptoticka stabilita, pouze sta-
bilita, nestabilita).

— Pokud prislusny stacionarni bod linearizované soustavy je nesta-
bilni, ale pfitom vSechna vlastni ¢isla maji nekladnou realnou ¢ast,
opét muze nastat kterakoli ze t¥i moznosti.

To vsak uz nelze ilustrovat na ptikladu jedné rovnice, piiklady
jsou slozitéjsi a uvadét je nebudeme.

e Dikaz Véty XVII. 15 provadét nebudeme. Vyse byl naznacen jeji vyznam

— a dukaz spoc¢iva v tom, ze se vySe uvedend tvrzeni ovéri peclivymi
Vypocty.
Tyto vypocty jsou ponékud komplikovanéjsi verzi vypoctu z dukazu
Veéty XVII.13. Pouzijte se opét Lemma XVII.11 (Gronwallovo) a Véta
XVII.10 (o opousténi kompaktu), k tomu pecliva prace s definici limity
pouzité jednak na tvrzeni véty a jednak na limitu, ktera popisuje malost
perturbacni funkce h.
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