Komentar k oddilu XVII.1: Soustavy diferencialnich rovnic — zaklady

Zakladni pojmy atp.:

e V kapitolach XIV az XVI jsme se zabyvali nékolika typy diferencialnich
rovnic a jejich fesenim. Zatim vzdy §lo o jednu rovnici — at uz prvniho
nebo vyssiho radu.

V této kapitole se budeme zabyvat soustavami diferencidlnich rovnic
prvniho fadu. Ne zcela obecnymi, ale témi, které jsou ,vyresené vuci
derivaci®, jak vysvétlime nize.

To je kontext, v jehoz ramci se obvykle diferencialni rovnice zkoumaji.
Ani omezeni na rovnice prvniho fadu neni na tkor obecnosti, jak si
také vysvétlime nize.

e Soustavy, kterymi se budeme zabyvat, budou soustavy tvaru

xll = fl(twrla Lo, ... 7xn)7
IIQ = f2(t7 L1, T2, .. 7xn)7
(1)
= fult,x1, Te, ..., Ty).
Proménnou zde znacime ¢, neznamé funkce jsou zq,...,x,. Funkce
fi,- -+, fn jsou néjaké funkce n + 1 proménnych, tedy néjaky vyraz,
v némz se vyskytuje proménnd ¢t a hodnoty x1, ..., z,.

Funkce fi,..., f, jsou funkce n 4+ 1 proménnych, a tedy jsou defino-
vané na né&jaké podmnoziné G C R, Vétsinou (ale ne iplné vzdy)
predpokladame, ze mnozina G je oteviena.

e Jak jsme zminili vySe, uvazujeme soustavy ,vyresené vuci derivaci“. To
znamena, ze na levé strané kazdé z rovnic je pouze derivace ptislusné
neznamé funkce a pritom na pravé strané se uz derivace neznamych
funkei nevyskytuji.

e Soustavy tvaru (1) pro piipad n = 1 zahrnuji i pfipad jedné dife-
rencialni rovnice prvniho fadu. Jeji tvar je pak

2(t) = f(t, (1)),



kde z je nezndmd funkce a f je funkce dvou proménnych (definovana
na néjaké podmnozing G C R?).

Uved'me, jak to tohoto schématu zapadaji nékteré typy rovnic, kterym
jsme se vénovali v predchozich kapitolach. (Znaceni prizpusobime této
kapitole.)

— Rovnice se separovanymi proménnymi

7' =g(x) - h(t),

kde funce g a h jsou spojité na svych defini¢nich oborech.
V tomto ptripadé mame

G=DyxD, a f(t.a)=g(x) h(t), [t,1] € G.
— Linearni rovnice prvniho fadu

7'+ p(t)r = q(t),

kde funkce p, ¢ jsou spojité na néjakém intervalu (a,b).

Tuto rovnici muzeme prepsat ve tvaru
' = —p(t)r +q(t),
tedy méame
G=(a,b) xR a f(t,x)=—pt)r+qt), [t,z] € G.

e Uvedme déle, jak do tohoto schématu zapadaji soustavy uvedené jako
ilustrativni priklady kapitole XIII:

— Model dravec-korist:

y' = ay — byz,
2= —cz+dyz,
Yy, 2z jsou neznamé funkce a a, b, ¢, d jsou kladné parametry.
Pakn=2a
filt,y, 2) = ay — byz,
fa(t,y,z) = —cz + dyz.

Mnozina G je v tomto pifpadé R x R? = R3.



— SIR model siteni epidemit:

ST
/_— . —
S_ ﬁ N’
ST
I'=38-— —~I
B ~ L
R =1,

kde S, I, R jsou neznamé funkce a N, [3,~ jsou kladné parametry
(N =S+ 1+ R je velikost populace).
Pakn=3a o7
fl(tasajaR> = _ﬁ W?
ST
f2(t757]aR) :BW_/YIa
f3(t, S, I, R) =~I.

Déle mame G = R x R® = R,
Vsimnéme si, ze v uvedenych dvou soustavach se na pravé strané ne-

vyskytuje samostatné proménnd ¢ (tj. funkece fi, ..., f, nezavisi na t).
Takovym soustavam se fika autonomni.

e Resenim soustavy (1) je n-tice funkef x4, . . . , &, kterd soustavu spliuje.
Podrobnéji:
Usporadand n-tice funkef [zy, . . ., ,] definovanych na néjakém otevieném

intervalu [ je fesenim soustavy (1), pokud pro kazdé ¢ € I plati

[t,x1(t), xa(t), ..., za(t)] € G

2 (1) = fult,z1(t), 22(t), ..., 2,(1)).

e Analogicky jako v Kapitole XIII definujeme prodlouzeni feSeni a ma-
ximalni feSeni.



Pokud méame rovnici vyssiho fadu, ktera je vyfreSena vuci nejvyssi de-
rivaci, tj. rovnici tvaru

2™ =F(t,z,2,. .. "), (%)

kde F' je néjaka funkce n + 1 proménnych, pak ji muzeme interpreto-
vat jako soustavu rovnic prvniho fadu. A to tak, ze nezndmé budou

z, ', ..., "D, Konkrétné jde o soustavu
/ p—
Ty = o,
/
Ty = T3,
()
/
Lp_1 In
/
Ty = F(t7$17x27 s 7$n)‘
Mame tedy
fl(t,fI?l,I‘Q, . ,.13”) = T9,
f2<t7$17x2a SR 73:71) = I3,
fn—l(taxhx% s 7‘rn> = Tn,

falt,x1, @0, .. 2y) = F(t, 21,29, ..., Ty).

Vztah rovnice (%) a soustavy (#x) je ddn tim, ze funkce x je FeSenim rov-

nice (%) na intervalu I, pravé kdyz usporadand n-tice [x,2’, ...,z 1]

je TeSenim soustavy (xx) na intervalu I.

Zaroven n-tice [x1,...,x,] je feSenim soustavy (xx), pravé kdyz funkce
o : -1

x1 je FeSenim rovnice (x). (Pak xo = 2}, 23 =2Y,... x, = xﬁ” ).)



Specialné, mame-li linedrni rovnici n-tého fadu s konstantnimi koefici-
enty, tj. rovnici tvaru

2™ 4 a2V 4 ard’ + aen = f(1),

kde ag,...,a,—1 € R a f je funkce spojita na intervalu (a,b), muzeme
ji prepsat jako soustavu

/

Ty = T2,
/

Ty = T3,

/ p—
xn—l_xn

= f(t) — apr1 — ayry — ... — a1

n — 01 142 n—1+4mn-

Soustavu (1) ¢asto dopliujeme pocdteénimi podminkami — chceme, aby
v daném bodé ty mély funkce xq,...,x, predepsané hodnoty. Tyto
podminky maji tvar

x1(to) = by, xa(to) = b, ..., xn(to) = by, (2)

kde to € R a by,...,b, € R jsou dana.

Kombinace soustavy (1) a pocateénich podminek (2) se nazyva pocatecni
uloha.

Usporadani n-tice funkef [z, .. ., z,] je FeSenim pocatecni ilohy, pokud
je Tesenim soustavy (1) a navic splituje pocateéni podminky (2).

Aby pocatecni uloha vubec mohla mit feseni, je potieba, aby
[to, b1, ..., by € G,

protoze feSeni musi spliiovat soustavu i v bodé t.



e Soustavu (1) casto zapisujeme ve vektorovém tvaru jako jednu (vekto-
rovou) rovnici tvaru

x' = f(t,x). (3)
Zde x = [x1, 9, ..., x,] je neznama vektorova funkce. (Vektorova funkce
je zobrazeni definované na néjaké podmnoziné R s hodnotami v R".

To znamena, ze
x(t) = [z1(t), ..., z,(1)],
kde 1, ..., x, jsou redlné funkce.)

Symbol &’ znaéi derivaci vektorové funkce, ktera se pocita po soutradnicich,

tedy
o'(t) = [21(2), .., 2, (1)]-

f je pak vektorové zobrazeni definované na G C R x R® = R"*! s
hodnotami v R", t;j.

ft,x) = [fi(t,x), fo(t,x),..., fult,x)].
e Vektorovy tvar poc¢atecnich podminek je
z(to) = b, (4)
kde to € R, b e R" a [ty, b] € G.
K Véticce XVII.1:

e Tato véticka umoznuje pocateéni ulohu (tj. soustavu diferencialnich
rovnic s pocdteénimi podminkami) vyjadiit ve formé jedné integralni
rovnice.

To je docela dulezité zejména z teoretického hlediska. Usnadnuje to
zkoumani vlastnosti feseni, jak uvidime pozdéji.

e Predpoklady véticky jsou nasledujici:
Mame soustavu ve tvaru (3), tj. @’ = f(t,x), kde f je zobrazeni defi-
nované na néjaké mnoziné G C R x R". Predpokladejme, ze mnozina
G je oteviend a zobrazeni f je spojité na G (tj. funkce fi,..., f, jsou
spojité na G).
Déle uvazujme pocédteéni podminku (4), tj. (ty) = b, kde [to, b] € G.
Kromé toho mame otevieny interval (a, 8) obsahujici bod ty a néjakou
vektorovou funkci @ : (o, ) — R.
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e Za téchto predpokladu véticka ika, ze x je feSenim pocdtecni tlohy
((3) a (4)), prave kdyz

Vi e (a, ) : —b+/fs:c (5)

Pritom integrédl z vektorové funkce na pravé strané je definovan jako
Riemannuv integrél po slozkach, tj.

/t:f(S,w(S))dS = [/t fl(s,;c(s))ds,/t fols, z(s) / Fuls, @

Tedy rovnost (5) rozepsana do slozek fika, ze pro kazdé ¢t € («, B) plati

t):bl—i—/t fi(s,z1(s), ..., xa(s)) ds,

t) :b2+/t fa(s,z1(8), ..., x,(s)) ds,

t) = bn+/t fu(s,x1(8), ..., x,(s)) ds.

e Dukaz implikace ‘="
Predpokladejme, ze @ je fesenim pocatecni ilohy. Ukazme, ze plati (5)
respektive (6).

Nejprve si uvédomme, ze vektorova funkce x je spojita na («, ) (tj.
x1,..., T, jsou spojité na (a, 3)). To proto, Ze je FeSenim soustavy, a
tedy ma v kazdém bodé intervalu («, 8) vlastni derivaci.

Z toho ovsem plyne, Ze i derivace &’ je spojita. Pro kazdé j € {1,...,n}
totiz plati

ai(t) = fit,21(t), ..., 2a(t), te€(a,f),
a funkce napravo je spojitd (jakozto slozeni spojitych funkei).
Nyni zvolme j € {1,...,n} at € (a, ). Pak

£5(t) = 2;(t0) + (5 (8) — 25(t0)) = b; + / 2(s) ds
— fo

=0, + /t fi(s,x1(s), ..., z,(s)) ds.
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Druhd rovnost plyne z Véty VIIL.9 o vypoctu Riemannova integralu
pomoci primitivni funkce. Tteti rovnost plyne z toho, ze x je feSenim
soustavy.

Dukaz implikace ‘<=’

Predpoklddejme, ze vektorova funkce x : (o, f) — R spliuje rovnost
(5) respektive (6).

Nejprve si uvédomme, ze dosazenim ¢t = to do (5) dostaneme x(ty) = b.
Neboli & splnuje pocatecni podminku.

Zbyva ukazat, ze x je feSenim soustavy. To udélame v nékolika krocich.

Nejprve si uvédomme, ze funkce x4, ..., x, jsou spojité. Pro kazdé j €
{1,...,n} je

z;(t) = b, +/t fi(s,z1(s),...,xn(s))ds, te€ (a,p).

Protoze integral na pravé strané je Riemannuv, z vlastnosti Rieman-
nova integralu a z Lemmatu VIII.22 snadno plyne, Ze x; je spojita.

Dale, protoze x1, ..., x, jsou spojité i f; je spojita, je funkce
s fi(s,z1(s),. .., xn(s))

spojitd na (o, 8). Z Véty VIIL7 (o derivaci Riemannova integrélu podle
horni meze) pak plyne, ze

5(t) = fi(t, 21 (t), .. za(t), € (@, B),

coz dokoncuje dukaz.



K Véte XVIII.2:
e Tato véta tika, ze za predpokladu, ze

— (@ je oteviena mnozina;
— zobrazeni f je spojité na G;

— 1o € R, b € R, pricemz [ty, b] € G;

existuje aspon jedno maximélni feseni soustavy spliiujici pocateéni podminku

e Pro rovnice se separovanymi proménnymi a linearni rovnice prvniho
fadu lze toto tvrzeni dokdzat pomoci metody feseni. (Dulezitou roli
pritom hraje véta o existenci primitivni funkce ke spojité funkci — Véta
VIILS.)

e Dukaz této véty provadét nebudeme, presahuje ramec naseho kurzu.
Jen ho kratce okomentujme:

Nejprve se dokéze, ze existuje feSeni spliiujici pocatecni podminku de-
finované na néjakém (moznd velmi malém) intervalu obsahujicim bod
to. Nasledné se pouzije obecny princip, ktery tika, ze kazdé teSeni lze
prodlouzit na maximalni Tfeseni.

Pritom prvni ¢ast se udéla tak, ze zkonstruujeme posloupnost ,,é¢im dél
presnéjsich ptibliznych feseni“ a ukazeme (s pouzitim spojitosti f), ze
néjakd vybrana posloupnost konverguje k presnému teseni.

e Tato véta fika, ze za prislusnych predpokladu existuje alespon jedno
maximalni feseni. Nefika, kolik takovych feSeni existuje, jen ze exis-
tuje alespon jedno. Muze jich existovat vice, o cemz svédéi napriklad
priklady rovnic se separovanymi proménnymi, v nichz lze nalepovat.

Predpoklady, za kterych je feseni jednoznacné, fesi Veta XVII.3



K Véte XVIIL.3:
e Tato véta fika, ze za predpokladu, ze

— (@ je oteviena mnozina;

— zobrazeni f je spojité na G;

— funkce f1,..., f, maji v kazdém bodé G parcidlni derivace podle
druhé az (n + 1)-té proménné a tyto parcidlni derivace jsou navic
spojité na G;

— to € R, b € R, pricemz [ty, b] € G;

existuje praveé jedno maximalni feseni soustavy splinujici pocateéni podminku

Pripomenme, ze funkce fi,..., f, jsou funkce n + 1 proménnych — za
prvni proménnou se dosazuje ¢, za ostatni hodnoty neznamych funkei
T1yeeoy Ty

Jde tedy o parcialni derivace (prvniho fadu) podle vsech proménnych
s vyjimkou prvni.

e Pro autonomni rovnice tato véta plyne z posledniho Dusledku v oddilu
XIV.2. Pro rovnice se separovanymi proménnymi lze dokazat pomoci
metody Teseni s pouzitim Veéty XIV.3(3).

o [ dukaz této véty presahuje ramec naseho kurzu, proto ho nebudeme
provadét, pouze kratce okomentujeme.

vvvvvv

velmi maly) interval obsahujici bod t,. Zhruba feceno se postupuje
takto: Vezmeme vhodna ¢isla 4, ¢ dost malé a definujeme zobrazeni

O C((ty — d,to+ 6), B(b,e)) — C({to — 9, to + ), R™)
predpisem
t ——
O(x)(t) = b+/ f(s,z(s))ds, te (ty—6,to+d),x e C((tv—0,to+9), B(b,¢)).
to
Nyni se ukaze, ze zobrazeni ® mé pravé jeden pevny bod, tj. existuje
pravé jedno x, pro které ®(x) = x. To ovsem podle Véticky XVII.1

znamend, ze x je feSenim pocatecni tlohy.
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Z toho pak plyne jednak, ze pro kazdou pocatecni podminku existuje
aspon jedno maximélni feSeni (mame teseni na malém intervalu, které
1ze prodlouzit na maximalni) a také to, ze se feSeni nemohou vétvit.

Podrobnostmi se zabyvat nebudeme.
Z této véty plyne prvni ¢ast posledniho tvrzeni Kapitoly XV (existence

a jednoznacnost feseni pro linedrni rovnice prvntho fadu). Zaroven jsme
ho ovsem dokéazali z metody TeSeni.

Z této vety plyne rovnéz cast Véty XVI.1 o existence a jednoznacnost
feSeni feSeni linearni rovnice s konstantnimi koeficienty, pokud tyto
rovnice interpretujeme jako soustavu, jak to bylo zminéno vyse.

Jak se v tomto pripadé Véta XVII.3 aplikuje, vysvétlime v piistim
oddilu u Véty XVIIL.4.
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