Komentar k oddilu XVII.4: Vlastnosti maximalnich feSeni — ¢ast
prvni
K obsahu a smyslu tohoto oddilu:

e Piipomenme, Ze maximalni feSeni jsou takova feseni, kterd uz neni
mozné prodlouzit (na vétsi interval), aby zustala fesenimi.
Najit vSechna maximalni feseni dané soustavy je maximalni cil pfi
feSeni. Velmi casto vSak explicitni tvar feseni najit neumime.

e Casto vsak je mozné zkoumat ruzné vlastnosti maximélnich feseni i bez
znalosti explicitniho vzorce.

K takovym vlastnostem patii samoziejmé existence a jednoznacnost
(viz oddil XVIL.1), ale také defini¢ni obor (omezeny interval, celé R, in-
terval shora omezeny a zdola ne atd.), limitni chovéni (limity v krajnich
bodech definiéniho oboru - vlastni, nevlastni, neexistuji), omezenost a
neomezenost feseni, periodi¢nost atp.

e Pro tento tcel existuji celé rozsahlé teorie. V tomto oddilu si z nich
ukézeme maly vysek — nékolik zakladnich vlastnosti.

K Veétée XVII.10:

e Predpoklady — prvni cast:

Tato véta se tyka soustavy

x = f(t,a:),

kde x je neznama vektorova funkce a f je spojité vektorové zobrazeni
na definované na oteviené mnoziné G C R x R".

To jsou presné predpoklady Peanovy véty (Véta XVIL.2). Proto vime,
7e pro kazdy bod [ty, £°] € G existuje néjaké maximaln{ fesen{ soustavy,
jehoz graf timto bodem prochézi (tj. které spliiuje po¢atecni podminku
x(ty) = x).

e Predpoklady — druhéa cast:

Déle mame dano maximalni feSeni x této soustavy, které je definovano
na intervalu (a, ).



Potom médme kompaktni mnozinu K C G a bod ty € («, ), pro ktery
platl' [to, ZB(to)] e K.

Situaci ilustruje nasledujici obrazek. Hnéda kiivka ohranicuje mnozinu
G (je ¢arkované, aby bylo zduraznéno, ze hrani¢ni body do G nepatii,
protoze G je oteviend. Modfe je vyznacena kompaktni mnozina K a
cerna krivka je graf feseni.

e Véta pak tika, ze za téchto predpokladi nemuze byt cely graf ma-
ximalniho feSeni byl obsazen v kompaktni mnoziné K. Presnéji — exis-
tuje 11 € (a,ty), ze [m,x(n)] ¢ K a také existuje 7 € (o, ), Ze
(72, x(72)] ¢ K.

[ustruje to opét obréazek:
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e Vyznam této véty: Kompaktni podmnozina K oteviené mnoziny G
je v jistém smyslu mala vzhledem k celé G. Graf maximalniho feseni
nemuze byt cely v takové malé mnoziné, ale musi sahat ,od kraje ke
kraji“ mnoziny G.

Na nasledujicim obrazku jsou vyznaceny grafy péti funkci. Vsechny
grafy jsou obsazeny v mnoziné (G, ale pouze modré grafy sahaji od
kraje ke kraji. Cervené grafy tedy nemohou byt grafy maximalnich
feSeni.

e Piiklad na aplikaci této véty:

Necht funkce 7 : (a, ) — R je maximélnim fesenim diferencidln{ rov-
nice
2’ =a® + 12

Pak plati:
o [ = +o00 nebo tlirﬁn x(t) = +00, a zaroven
_) p—

o a = —o0 nebo lim z(t) = —oo.
t—p—

Dokazeme prvni tvrzeni:

Méme f(t,xr) = z* + t*. Tato funkce je definovand a spojitd na R?,
mame tedy G = R?

Protoze f(t,z) = 2% + > > 0, je feseni x neklesajici.



Podle véty o limité monoténni funkce tedy existuje limita
b= lim z(t) € RU{+o0}.
t—B—

Tvrzeni, které dokazujeme, ik, ze bud 8 = +oo nebo b = +oo.

Dokazme to naptiklad sporem: Predpokladejme, ze § € R a zaroven
b € R. Zvolme ty € (a, f) a oznactme

K = (to, §) x (z(to), ),

viz obrazek:

To je omezend uzaviend mnozina (uzavieny obdélnik), tedy je to kom-
paktni mnoZina. Protoze G = R?, je to kompaktni podmnoZina G.
Navic plati

Vt € (to, 5): [t,x(t)] € K,

coz je spor s Vétou XVII.10.

Druhé tvrzeni se dokaze zcela analogicky.



e Dukaz Veéty XVIIL.10 — zakladni myslenky a postup:

Ptripomenme, ze mame maximalni feseni & definované na intervalu
(e, B), kompaktni mnozinu K C G abod ty € («, ), pro ktery [to, x(to)] €
K.

Dokazat chceme, ze existuji 1 € («,ty) a 7o € (tg, ) takovd, ze body
(71, 2(m1)] a [12, ®(72)] nepatii do K.

Dokazeme existenci 7o.

Kdyby 7 neexistovalo, znamenalo by to, ze pro kazdé t € (to, 5) plati

t,x(t)] € K.

Ukazeme, ze existuje limita th%l z(t) = x°. Protoze K je uzavien4,
el

plyne z toho, ze [3,2°] € K C G.

Podle Peanovy véty (Véta XVIL.2) existuje maximalni feSeni y nasi

soustavy spliujici podminku y(3) = x°.

Pak feseni @ muzeme prodlouzit pomoci y za bod /.
To je ovSem spor s maximalitou feseni .

[lustruje to nasledujici obrazek.
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e Dukaz véty:
Dukaz provedeme podle naznaceného postupu, a to v nékolika krocich.
Pro snazsi predstavu dukaz provedeme nejprve pro piipad n = 1 (tj.
pro jednu rovnici, v tom piipadé piseme z a f misto x a f).

Nasledné ukédzeme, ze dukaz obecného piipadu je velmi podobny, a
zminime, v ¢em je rozdil.

Zacatek diakazu: Mame otevienou mnozinu G C R x R", kompaktni
mnozinu K C G, spojité zobrazeni f : G — R", vektorovou funkci
x: (o, ) = R", kterd je maximalnim feSenim soustavy

' = f(t,x)

a bod ty € (a, B).
Predpokladdme, ze pro kazdé t € (to, ) plati [t,x(t)] € K, a
ukéazeme, ze tento predpoklad vede ke sporu.

Pripad n = 1: Nejprve dokdzeme tento specidlni piipad. Mame G C
R xR, f:G— Rspojitd a z: (o, 5) = R je maximalni feseni
rovnice ' = f(t,z). Predpokladame, ze [t,z(t)] € K pro kazdé
t € (to, B).

Krok 1: Funkce f je omezend na mnoziné K, tedy existuje M > 0, ze
pro kazdé [u,v] € K je |f(u,v)| < M.

To plyne z toho, ze K je neprazdnd kompaktni mnozina a funkce
f je spojitda na K, tedy nabyva na K svého minima i maxima

(podle Véty V.10).



Krok 2: th,tz € <t0,6)2 |l’(t2) - [L’(tl)| S M|t2 — t1|
Podle Vety XVII.1 plati

Vt € (to, B): x(t) = x(to) + /ttf(s,x(s)) ds,

tedy
Ve, by € (to, B): 2(ts) — 2(t1) :/th(s,x(s))ds

Vezméme t1,ty, € (lg,3) a dokazme slibenou nerovnost. Pokud
ty = ty, pak ziejmé plati rovnost. Protoze nerovnost evidentné
nezavisi na poradi t; a to, muzeme predpokladat, ze t; < t5. Pak

VIIL3(v)

< [l el ds

t1

|z (t2) — 2(t1)] =

/j f(s,z(s)) ds

Krok 1 t2
< / M ds = M (ty — t1).
t1

V nerovnosti na druhém fadku pouzivame, ze pro s € (ty,ts) C
(to, B) plati [s,z(s)] € K.

Krok 3: Existuje posloupnost {s;} v intervalu (o, §) takova, ze s —
f a posloupnost {x(sx)} ma vlastni limitu v R.
Z toho, ze [t,xz(t)] € K pro kazdé t € (to, 5) a K je omezena, plyne
g€ R.
Polozme tj, = to + (8 — to) pro k € N. Pak {t;} je posloupnost v
intervalu (to, 8), ktera spliuje t, — f.
Déle, posloupnost {z ()} je omezend. (Duvodem je to, ze [ty, z(t1)] €
K pro kazdé k € N a K je omezena.)
Podle Bolzano-Weierstrassovy véty (Véta I1.11) tedy existuje vy-
brand posloupnost {tx, }, ze posloupnost {z(tx,)} je konvergentni.
Nyni staci vzit s; = t,. Pak {s;} je posloupnost v intervalu (¢, /),
s; — [ (podle véty o limité vybrané posloupnosti, viz Véta 11.3)
a posloupnost {z(s;)} je konvergentni.



Krok 4: Existuje vlastni limita lirﬁn x(t).
t—pB—

Necht {s;} je posloupnost z Kroku 3. Oznac¢me zq = klim z (k).
—00
Ukazeme, ze
li t) = xp.
At =

Podle Heineho véty (Véta IV.10 a jeji obraceni zminéné v poznamce
(2) za ni) staci ukazat nasledujici tvrzent:

V{tx} posloupnost v (to, 5): tx, — 5 = z(tx) — o

Vezméme tedy takovou posloupnost {t;}. Pak

Krok 2

[z(tr) — z(sk)| < Mlty — sp| = M| — B =0,
a tedy

x(ty) = x(sk) + z(ty) — x(sg) — xo + 0 = xo.
N~ Y——

—To —0

Krok 5: Existuje maximalni feseni y, pro které plati y(3) = xo.
Necht {s;} je posloupnost z Kroku 3. Pak s — 3 a z(sx) — .
Tedy [sk, z(sk)] = [B,xo] (viz Véta V.3).

Protoze [sy,z(sg)] € K pro kazdé k a K je uzaviend mnozina, je
B, x0] € K (viz Véta V.4).

Protoze K C G, je [B,x¢] € G. Protoze f je spojitd na G, plyne
existence y z Peanovy véty (Véta XVIL.2).

Krok 6: Necht feseni y z Kroku 5 je definovdno na intervalu (v, 4).
Pak 6 > 8 a funkce

je TeSenim rovnice na intervalu (o, 9).

Funkce z je definovand na intervalu (a,d). Chceme ukazat, ze je
fesenim rovnice, tj., ze mé v kazdém bodé intervalu (a, §) vlastni
derivaci a pro kazdé t € («, d) plati

2Z(t) = f(t, 2(1)).
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Na intervalu («, 8) funkce z splyva s funkei z, kterd je feSenim, a
tedy pro kazdé t € («, ) rovnost plati.

Na intervalu (3, ) funkce z splyvé s funkei y, kterd je fesenim, a
tedy pro kazdé t € (5,0) rovnost plati.

Zbyva dokézat, ze rovnost je splnéna i v bodé . Protoze z(3) =
y(B) = x¢, chceme dokdzat, 7e

Z(B) = f(B, o).

Spocteme zvlast derivaci zprava a derivaci zleva.

Protoze z splyvé s y na intervalu (g, d), plati

2 (B) =y, (B) =y (B) = f(B,y(B)) = f(B,w0),

kde jsme pouzili, Ze y je feSenim na intervalu (v, d).

Nyni se podivejme na derivaci zleva. Protoze

lim z2(t) = lim z(t) = xo = 2(8),

t—p— t—p—

je funkce z spojita zleva v bodé . Proto derivaci zleva muzeme
pocitat podle Véty IV.35 jako limitu derivace

2(8) = Jim 2(0) = lim o/(6) = lim f(t,a(0)) = (5, w0),

t—p— t—p—
protoze f je spojitda v bodé [B, zo].
Tim jsme dokazali, ze z splnuje rovnici i v bodé .
Zavér: Reseni z z Kroku 6 je prodlouzenim feseni z, coz je spor s

predpokladem, ze x je maximalni feseni.

e Diukaz pro obecné n se provede témeér stejné. Vysvétlime, co je v jed-
notlivych krocich udeélat jinak.

Krok 1: Funkce fi,..., f, jsouspojité na G, tedy omezené na K. Exis-
tuje tedy M > 0, ze

V[u,v] € KVie{l,...,n}:|fi(u,v)] < M.



Krok 2: th,tz € <t0,6)2 ||$(t2) — $(t1)|| S \/ﬁ : M|t2 - t1|
Postupujeme stejné, vezméme tq,ts € (to, 5), t1 < to. Pak

=\ 2
i=1
VIIL3(v) " t2 2 Krok 1 n to 2
< Z(/t |f¢(s,w(s))lds) < Z(/t Mds)

=1

l@(ts) — w(t)] = \

/: f(s,x(s))ds

/: fi(s,x(s)) ds

n

- Z(M(tg — 1) =n- Mty —ty).

=1

Krok 3: Existuje posloupnost {s;} v intervalu (to, §) takova, ze s —
S a posloupnost {x(sx)} ma vlastni limitu v R".

Postupujeme stejné jako v piipadé n = 1, jen misto Bolzano-
Weierstrassovy véty pouzijeme jeji zobecnéni v R", tj. Lemma
V.8.
Krok 4: Existuje vlastni limita lirﬁn x(t) € R™
t—5—

Postupujeme stejné jako v pripadé n = 1, pouzijeme analogii He-
ineho véty pro funkce vice proménnych a odhad
Krok 2

|Q§(tk)—$(8k)| < \/EM|tk—8k|—>\/ﬁM|/B—5‘:0

Krok 5: Existuje maximdlni feseni y, pro které plati y(3) = xy.
Postupujeme zcela stejné jako v pripadé n = 1.

Krok 6: Necht feseni y z Kroku 5 je definovéano na intervalu (v, 9).
Pak 0 > 8 a funkce

[t tep)
@‘{y(t) € (6,0)

je FeSenim rovnice na intervalu (e, 9).

Postupujeme zcela stejné jako pro n = 1 s tim, ze Vétu IV.35
pouzijeme na jednotlivé slozky zi,..., z,.

Zaveér: Ke sporu dojdeme zcela stejnym zpusobem.
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