Komentar k oddilu XVII.2: Soustavy linearnich diferencialnich rov-
nic

O obsahu tohoto oddilu, zadkladni znaceni atp.:

e V predchozim oddilu jsme se zabyvali obecnymi soustavami diferencial-
nich rovnic prvniho fadu (vyfesenymi vuéi derivaci). V tomto oddilu se
budeme zabyvat dulezitym specidlnim pfipadem — soustavami linearnich
diferencidlnich rovnic. V tomto ptipadé je fada véci jednodussich diky
abstraktni teorii linedrnich zobrazeni (oddil IX.2). Napiiklad se d&
veelku jednoduse popsat struktura mnoziny teseni.

e Soustavy, kterymi se budeme zabyvat v tomto oddilu, maji tvar

SL’/l = (In(lf)ﬂfl + alg(t)flfg + -+ a1n<t)l’n + b1 (t),
33/2 = a921 (t)£E1 + CLQQ(t).TQ + -+ agn(t).itn + bg(t),

T = ap ()71 + apa(t)w2 + -+ + Anp (), + b (1).

Zde x1,...,%, jsou neznamé funkce. Déle, a;;, 7,5 € {1,...,n} a bj,
j€{l,...,n} jsou zadané funkce spojité na néjakém intervalu («, j3).

e Je ziejmé, ze jde o specialni ptipad soustav z oddilu XVII.1. Pti tam
pouzivaném znaceni mame
G=(o,8) xR",
fj(t, L1y 71771) = aj1<t>$1 + ajg(t)l'g + 4 (ljn(t)l'n + bj(t>,
te (o, B),[r1,...,x,] R, j€{1,...,n}.

e [ v tomto piipadé budeme pouzivat vektorovy tvar soustavy (x), tj.
zapis
' = A(t)x + b(t), ()
kde A je maticova funkce a b je vektorova funkce. Tyto funkce jsou
dany predpisem

an(t) awn(t) ... am(t) lgl(t)
A(t): aglz(t) a22(t> azn(t) . b(t)z Q(t)
an(t) anlt) .. aw(t) ba(t)



pro t € (a, ). Déle,  je opét neznamd vektorova funkce, kterou ten-
tokrat zapisujeme ve formé sloupcového vektoru.

Kazdé fesenf soustavy (x) je automaticky t¥idy C*. Je to podobné jako
v kapitolach XV a XVI nebo v dukazu Véticky XVII.1.

Necht totiZ « je feSenim na néjakém otevieném intervalu I. Pak funkce
x1,...,T, maji v kazdém bodé intervalu I vlastni derivaci, a tedy jsou
spojité. Navic pro kazdé j € {1,...,n} plati

x;(t) = a;1(t)z1(t) + ajo(t)z2(t) + - - + ajn(t)z,(t) + b;(t), tel.

Protoze prava strana je spojitd na I (vznikne aritmetickymi operacemi
ze spojitych funkef), je 7 také spojitd na I.

Soustavy tvaru (x) respektive (%) jsou linedrni, protoze se daji vyjadiit
pomoci  vhodného linedrniho  zobrazeni. Jde o  zobrazeni
L:CY(a,8),R") — C((cr, B),R") definované piedpisem

L(z)(t) = 2'(t) — A(t) - 2(t), t€ (o f),®€C((e,8),R"),

je linearni. To plyne z véty o aritmetice derivaci a z vlastnosti mati-
cového nésobeni.



K Véte XVII.4:

e Tato véta obsahuje dvé tvrzeni. Prvni tvrzeni se tyka existence a jedno-
znacnosti maximalniho feseni. Druhé tikd, ze maximalni feseni soustavy
(%) jsou definovdna na celém intervalu (a, 3).

e Prvni tvrzeni plyne ptimo z Véty XVII.3. Rozmysleme si, ze jsou splnény
predpoklady:
— Mnozina G = (o, f) x R" je zFejmé oteviena.
— Funkce fy,..., f, maji, jak je uvedeno vyse, tvar
fitt,ze, o @) = an () + aja(t)es + - + ajn(t) 2, + b;(1),
a tedy jsou zfejmé spojité na G.
— Pokud j € {1,...,n}aie{1,...,n}, pak

af;
—(t,x1,...,%,) = aj(t),
Tt ) = a0
coz je funkce spojitd na G' (na proménnych xy, ..., z, nezavisi).

Tim jsme ovérili predpoklady Véty XVIL3, a tedy ji muzeme pouzit.
To dava dukaz prvniho tvrzeni véty.

e Druhé tvrzeni neni samoziejmé, lze dokazat z Veéty XVIL.12 z oddilu
XVIIL4.

K Véticce XVIL.5:

e Pripomenme, Zze soustava (%) je homogenni, pokud vsechny funkce
by, ...,b, jsou konstantni nulové funkce, neboli vektorova funkce b je
konstantni nula.

e Bod (i) fikd, ze maximélni feSeni homogenni rovnice tvoii vektorovy
podprostor prostoru C*((a, 8), R™).
Vyse jsme vysvétlili, Ze kazdé feSeni je tifidy C'. Druhd édst Vety
XVIIL4 iika, ze kazdé maximalni feSeni je definované na celém inter-
valu (a, ). Proto je mnozina vSech maximélnich feseni podmnozinou
C'((a, B),R").
Ze jde o vektorovy podprostor, plyne z Véty IX.5, protoze je to jadro
linearntho zobrazeni L.



e Bod (ii) pak plyne z Véty 1X.6 aplikované na linedrni zobrazeni L.
Véta XVIIL.6, fundamentalni matice a Véta XVIL.7:

e Vyznam Véty XVIIL.6: Z Véticky XVIL.5 vime, ze mnozina vSech feseni
homogenn{ soustavy je vektorovy podprostor prostoru C*((a, 8), R")
(protoze je to jadro linedrniho zobrazeni).

K tomu Véta XVII.6 dodava, ze tento podprostor ma dimenzi n, tedy
existuje baze, kterda ma n prvku. Jde o podobné schéma jako ve Véteé
XII.2 a ve Véte XVI.3. I dukaz bude podobny.

Podobné jako v kapitolach XII a XVI, i tentokrat nazyvame béazi pro-
storu feseni homogenni rovnice terminem fundamentélni systém. Vsechna
feSeni homogenni soustavy jsou pak linearni kombinace prvku funda-
mentalniho systému.

e Dukaz Véty XVIL6: Postupujeme analogicky jako v kapitolach XII a
XVI, jen nyni pouzivame Vétu XVII.4.

Dukaz opét rozdélime do tii kroku:

Krok 1: Volba prvku béze. Zvolme néjaké ty € («, 3).

Podle Véty XVIL4 existuji vektorové funkce x*, 2, ..., x", které
jsou feSenim homogenni soustavy a navic splnuji po¢atecni podminky

zi(to) =1, x3(to) =0, ... m}l(to) =0,

#(to) =0, 23(to) =1, ... wi(to) =0,

zi(to) =0, a5(to) =0, ... z3(to) =1,
neboli

wl(to) = 61’ $2(t0) — 62, o ,x"(to) _ en7
kde e!, ..., e" jsou kanonické bazové vektory v R™.

Ukazeme, ze téchto n vektorovych funkei tvoti bazi prostoru fesen.



Krok 2:

Krok 3:

Vektorové funkce xt, 2, ..., " jsou linedrné nezavislé.

Uvazme linearni kombinaci téchto vektorovych funkci, ktera je
rovna nulovému vektoru (tj. konstantni nulové vektorové funkci).

Neboli, méjme cisla aq, as, ..., a, takova, ze
' + asx? 4+ -+ oz = o.
Toto znamen4, ze
Vt € (a,B): arxt(t) + apx®(t) + - + anz™(t) = 0. (o)

Specidlné, pokud do rovnosti (o) dosadime t = ¢y, dostaneme, s
pouzitim pocatecnich podminek,

o :Ozlil'}l(to) + (ngig(to) + -+ anm”(to)

a7
%)

—oe' +ae’ + - fae"=| |,

COn

tedy
o =0y =-=aq, =0.

Tedy ona linearni kombinace musi byt trividlni, coz dokoncuje
dukaz linedrni nezavislosti.

Kazdé teseni homogenni soustavy lze vyjadtit jako linearni kom-
binaci vektorovych funkcef x!,... x".
Necht y je libovolné feseni homogenni soustavy.

Uvazme vektorovou funkei
z = yl(t0> . IBI + yg(to) . 3’52 + 4 yn<t0) . :13",

tj. vektorovou funkci, ktera je linearni kombinaci vektorovych funkei

', ..., 2" s koeficienty yi(to), y2(to), - - ., Yn(to).

Protoze vektorova funkce x!, ..., " jsou feSenim homogenni rov-
nice a mnozina vSech feseni homogenni rovnice tvoii vektorovy
podprostor (Véticka XVIL5(i)), je i funkce z feSenim homogenni
rovnice (jakozto linedrni kombinace feSent).



Navic, kdyz uvazime pocatecni podminky, které splnuji feSeni

xz!, ..., x" vidime, Ze

2(tg) = y1(to) - &' (to) + y2(to) - (to) + - - - + yn(to) - ™ (o)
— y1(t0) . el -+ y2<t0) . 62 4+ .4 yn<t0) el

Yn(to)

Tedy, vektorové funkce y a z jsou obé fesenim homogenni soustavy
a navic splnuji stejné pocatecni podminky.
Z Véty XVIIL.4 nyni plyne, Ze se tato feseni rovnaji, neboli y = z,
tedy

y =yi(to) @' +ya(to) - @+ + ynlto) - ",
Tedy teseni y lze vyjadrit jako linearni kombinaci vektorovych
funkei xt, x?, ..., "

To dokoncuje dukaz.

e Fundamentélni matice je maticova funkce, jejiz sloupce jsou prvky fun-
damentalniho systému.
Pfesnéji: Necht @', ..., " je fundamentdlni systém feseni homogenni
rovnice. Jsou to vektorové funkce, takze z nich muzeme vytvorit mati-
covou funkei, kterd mé v prvnim sloupci &', ve druhém «? atd.

Tedy

x%gtg x%Et; :U’fgtg
xi(t) a3(t x5 (t
O(t) = (x'(t),2°(t),..., 2" (t)) = :

7, (t) 23 (t) 2y (t)



e Véta XVIL7 a jeji dukaz:

Méme soustavu (*) a predpokladejme, ze ®(t) je fundamentalni matice
homogenni soustavy.

Ozna¢éme sloupce fundamentdlni matice x'(t),...,z"(t) — tyto vekto-
rové funkce tedy tvori fundamentalni systém feSeni homogenni sou-
stavy.

(1):

(ii):

Tento bod tika, ze vektorova funkce @ je feSenim homogenni sou-
stavy, pravé kdyz existuje ¢ € R", pro které plati

Vit € (a,5): x(t) = () - e

To je ovsem téméi ziejmé. Protoze !, ..., " tvori fundamentalni
systém Teseni homogenni rovnice, je @ fesenim, pravé kdyz

ey, ...,cn € Rix =izt + - + ¢,z
Kdyz uvazime, ze z definice maticového nasobeni plyne
O(t)-c=crz' (t) + -+ (t)

(viz napriklad dukaz Véty VI.16), je tvrzeni opravdu ziejmé.
Tento bod tik4, ze pro kazdé t € (a, B) je matice ®(t) regularni.
Dukaz provedeme sporem, podobné jako dukaz Véticky XVI.6.
Predpoklddejme, ze existuje néjaké ty € («, ), pro které matice
() neni regularni.

To ovSem znamend, ze existuje ¢ € R™ \ {o}, pro které plati
O(tg)ec = o. (Pokud ®(ty) neni reguldrni, pak linearni zobra-
zeni reprezentované touto matici neni prosté — viz Véta VI.19 a

nasledujici poznamky, a tedy jeho jadro obsahuje nenulovy vektor
— viz Dusledek Véty 1X.6.)

Plati
O(ty) - c = clzcl(tg) + -+ ez (o)

tedy rovnost ®(tp)c = o znameng

Clw1<t0) + -+ ann(to) =0



Pokud definujeme
y=cx' +cer’+ -+
pak uvedena rovnost tika, ze

y(to) = o.

Tedy y je Feseni homogenni soustavu (jakozto linedrni kombinace
feseni), které spliiuje stejné pocateéni podminky jako konstantni
nulové teseni. Z Véty XVIIL.4 plyne, ze dvé feSeni spliujici stejné
pocateéni podminky, se rovnaji, a proto y je konstantni nulova
funkce.

To ovSsem znamend, ze
1 2 n _
axr +cx”+---+tc,xr = o.

Protoze x!,...,x" jsou linedrné nezavislé, musi byt ¢; = ¢y =
-+ =¢, =0, neboli c = o.

To je ale spor s volbou ¢ € R\ {o}.

Tento spor dokonc¢uje dukaz.



Véta XVIL.8 a jeji dikaz:

e Tato véta dava vzorec pro feseni nehomogenni soustavy za predpokladu,
ze zname fundamentalni matici soustavy.

Je to analogie vzorce pro linearni rovnice prvniho radu z Kapitoly XV
(viz komentéi ke zminéné kapitole).

e Této veté fikame ,variace konstant®, protoze vychazi z podobného
principu jako metoda variace konstanty z kapitoly XV a metoda va-
riace konstant z oddilu XVI.3.

e Diukaz by se dal udélat tak, ze se ovéri, ze uvedeny vzorec ma pozadované
vlastnosti. Budeme ale postupovat jinak — ukazeme si, jak se vzorec od-
vodi a proc je prirozeny.

e Odvozeni provedeme v nékolika krocich:

Krok 1: Necht @ je fundamentaln{ matice homogenni soustavy, x*,... "

jsou jeji sloupce. Pak !, ..., " tvoif fundamentalni systém feseni
homogenni soustavy.

Z Vety XVIL.7(i) vime, Ze vSechna feSeni homogenni soustavy jsou
tvaru

kde c € R".

Idea variace konstant je (podobné jako v Kapitole XV a v oddilu
XVI.3) hledat feseni nehomogenni rovnice ve tvaru

(t) = (1) - c(t), (°)

kde ¢ je vhodna vektorova funkce. Tento tvar dosadime do sou-
stavy ().

Krok 2: K tomu potfebujeme spocitat derivaci vektorové funkce a:
Plati
'(t) = (1) - e(t) + D(t) - (). (%)
Tato rovnost plyne z definice maticového nasobeni a z pravidla

pro derivaci soucinu. Staci si predstavit, jak maticové nasobeni
funguje.



Pro ty, kdo si to nedokazou predstavit, je zde podrobny vypocet:
Mame

ci(O)xi(t) + -+ cn(t)x(t)
x(t) = O(t)-c(t) = cr(t)x' () +- - +en(t)a" (1) = :

(BT (E) + -+ ea(t)al(t)

(Cﬁ(t)xi(t) +o GO () + e ()(@) () + -+ et )(%)’(0)

AT + -+ S (O0) + D) (0) + -+ ealt) @) (1)

)’ (t) + (D" () + er()() (t) + - + ealt)(@")'(2)
o(t) - (t )+<1>() c(t)

Krok 3: Protoze ® je fundamentalni matice, plati

O'(t) = A(t)D(t) C))
Je totiz
o(t) = (z'(1),..., x"(t))
a tedy
() = (@) (t),..-. (@") (1) = (A (t), ..., A()z" (1)) = A(t)D(1),
kde ve druhé rovnosti jsme pouzili fakt, ze x!,. .., x” jsou TeSeni

homogenni soustavy.

Krok 4: Dosadme nyni tvar (o) do nehomogenni soustavy (xx). Diky
() dostaneme

D' (t)e(t) + D(t)c (t) = A(t)P(t)e(t) + b(t).
Prvni ¢len na levé strané upravime pomoci (#) a dostaneme
A)D(t)e(t) + P(t)c'(t) = A(t)P(t)e(t) + b(t),

neboli



Krok 5: Protoze ®(t) je reguldarni matice pro kazdé t (Veta XVIL7(ii)),
(V) muzeme upravit na

c'(t) = @(t)""b(t). ()

Poznamka o metodé feSeni: Predchozi kroky nam davaji metodu
nalezeni partikularniho feseni nehomogenni soustavy za predpokladu,
ze zname fundamentalni matici:

Reseni hleddme ve tvaru (o). Vektorova funkce ¢ musi spliiovat
(Q), coz je soustava linedarnich rovnic (s parametrem t). Tu vyfesime
(bud eliminaci nebo pouzitim vzorecku ({)). Nyni spocitdme pri-
mitivni funkce k funkeim ¢y, ..., ¢,. Ty dosadime do (o) a méme
reSeni.

Dokonceni diitkazu — vzorec pro feSeni pocatecni tlohy: Hledame
feseni soustavy (*) s pocdtetni podminkou x () = x°. Postupu-
jeme podobné jako v Kapitole XV:

Polozme .
c(t) = / B(s)"b(s) ds.
to

Pak plati (), tedy i (), a tedy

2 (1) = B (1) / B(s)"b(s) ds

to
je TeSenim nehomogenni rovnice. Navic spliuje @ (ty) = 0.
Vsechna teseni nehomogenni rovnice maji tedy tvar

¢
z(t) = ®(t)h + <I>(t)/ ®(s)7'b(s) ds,
to
kde h € R". Pak
33(250) = q)(to)h7
tedy, chceme-li, aby x(ty) = x°
lit

, musime (a zaroven muzeme) zvo-

h = (I)(to)il.’.vo.

Dostavame tedy feseni ve tvaru

x(t) = O(t)D(to) 'z’ + (ID(t)/ ®(s)"'b(s) ds,

to

coz je presné tvar ze znéni veéty.
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