Komentar k oddilu XVII.3: Soustavy linearnich diferencialnich rov-
nic s konstantnimi koeficienty — metoda reSeni

K obsahu a smyslu tohoto oddilu:

e V predchozim oddilu jsme si ukazali, jaky tvar ma mnozina feSeni sou-
stavy linearnich diferencialnich rovnic — mnozina feseni homogenni sou-
stavy je vektorovy prostor, jehoz dimenzi zname (je rovna n — poctu
rovnic). A v piipadé, ze zname fundamentalni systém feseni homogenni
soustavy, umime najit feSeni nehomogenni soustavy.

e Co ovSem v praxi neumime, je najit fundamentalni systém feseni ho-
mogenni soustavy.
Umime to v pfipadé, ze jde o jednu rovnici (viz Kapitola XV), uz pro
soustavu dvou rovnic to obecné neumime.

e V tomto oddilu se nau¢ime, jak najit fundamentélni systém v pripadeé,
ze maticova funkce A(t) je konstantni (nezavisi na t).
Pouzijeme k tomu jednak A-matice a jejich eliminaci a jednak metody

7 oddilu XVI.2.

e Soustavy, kterymi se budeme zabyvat v tomto oddilu, maji tedy tvar

[E’l = 111 + a12T9 + -+ ALy + bl(t),
CIZIQ = a91X1 + a9 + - - - + Qop X, + bQ(t),
(%)

17,,,1 = Qp1T1 + An2To + -+ ApnTn + bn(t)7

kde z,...,x, jsou neznamé funkce, a;;, 7,5 € {1,...,n} jsou zadand
realnd ¢isla (konstantni koeficienty) a b;, j € {1,...,n} jsou zadané
funkce spojité na néjakém intervalu («, [3).

Vektorovy zapis je pak
' = Az + b(t), (xx)

kde x je neznamé vektorova funkce, A je ¢tvercova matice radu n a b
je zadana vektorova funkce spojitd na intervalu («, ).



A-matice a Véta XVII.9:

e \-matice jsou soucasti metody treseni soustavy (#x). Nyni se chvili bu-
deme vénovat pouze jim, vztah k feSeni soustavy vysvétlime pozdéji.

e )\-matice je matice, jejiz prvky jsou polynomy v proménné A\. Nékolik
piikladi A-matic typu 2 x 2:

A—1 A —2)\ A —1 2A 5 2
7 SA U2 0/)'\3 5/

Obycejné matice, jejichz prvky jsou c¢isla, jsou specialnim piipadem
A-matic.

e Pro A-matice také definujeme tadkové upravy, které jsou podobné tém
z Kapitoly VI:

(a) Prohozeni dvou radku.
To je zcela stejné jako v Kapitole VI.

(b) Vynéasobeni jednoho fadku néjakou nenulovou konstantou.

Napriklad: vynasobeni prvniho fadku ¢islem 7 nebo vynasobeni

druhého Fadku ¢islem —%.

Opét je to zcela analogické jako v Kapitole V1.

(c) Pric¢teni P(A)-nasobku jednoho fadku k jinému fadku.
Napiiklad: pfi¢teni (A + 2)-ndsobku druhého fadku k prvnimu
fadku nebo pricteni (A242X—1)-nasobku prvniho fadku k tfetimu
radku.

To je opét podobné jako v Kaptiotole VI, ale zde je rozdil v tom,
ze pricitame ,,polynomidlni nasobek®.

e Upozornéni: Ttebaze jsou upravy podobné jako v Kapitole VI, je zde
urcity dulezity rozdil:
V upravach trettho druhu muzeme pric¢itat polynomialni nasobky, ale
v tUpravach druhého druhu muzeme tadek nasobit pouze konstantnou.
K zakdzanym tupravam patii tteba nasobeni fadku A nebo déleni fadku
A. To je klicova véc, duvod pro to vysvétlime pozdéji, pti vykladu
pouziti pro soustavy diferencidlnich rovnic.



e Véta XVILY 1ikd, ze kazdou A-matici muzeme néjakou posloupnosti
radkovych uprav prevést na schodovitou.

Schodovita A-matice ma stejnou definici i stejny vyznam jako schodo-
vitd matice znamd z Kapitoly VI — pro kazdy tddek (kromé prvniho)
plati, Ze je bud nulovy nebo za¢ina vice nulami nez predchozi iadek.
Dikaz je analogicky dukazu Veéty VI.5(i). Dukaz, ktery si ukazeme, je
i v tomto pripadé navodem, jak upravy provést.

e Dukaz Veéty XVILO:
Méjme A-matici

=1,...,

Dukaz provedeme matematickou indukei podle poctu radku A-matice,
tj podle m.

Krok 1, m = 1: Pokud A-matice mé jen jeden fadek, uz je schodovité,
takze neni tfeba nic délat.

Krok 2, m — m + 1: Predpokladejme, ze m € N je takové, ze tvr-
zeni plati pro A-matice o m fddcich. Necht A je A-matice o m + 1
radcich, tedy typu (m + 1) X n pro néjaké n € N. Budeme postu-
povat nasledovneé:

Pokud A je nulova A-matice, je jiz schodovita a jsme hotovi.

Pokud A neni nulové, najdeme nejmensi k, pro které k-ty sloupec
neni nulovy.

Nyni ukazeme, ze
radkovymi dpravami lze docilit situace,
ze a1r(A) je nenulovy polynom (M)
aax(N)=0proi=2,....,m+ 1.
K tomu tcelu se podivejme na polynomy v k-tém sloupci a oznacme

r nejmensi stupen, ktery ma néjaky nenulovy z nich. Formalné
zZapsano

r = min{stupen a;x(A\): i € {1,...,m+1},a;(\) neni nulovy polynom}.

Tvrzeni (#) dokdzeme indukei podle r. (r je dobie definovéano
nezaporné celé cislo, protoze aspon jeden z uvedenych polynomu
je nenulovy.)



Krok 1, r = 0: Pokud r = 0, znamena to, ze existuje takové 1,
ze a;(A) je nenulovy polynom stupné 0, tedy nenulova kon-
stanta.

Pokud prehodime prvni a -ty fadek, doséhneme toho, ze na
misté 1k je nenulova konstanta.

Muzeme tedy predpokladat, ze aip je nenulova konstanta.
Pak postupné pro j = 2,...,m + 1 k j-tému tadku pticteme
(—ﬁajk()\))—nésobek prvniho fadku. Protoze ay je nenulova
konstanta, jsou to ptipustné tupravy tretiho druhu.

Tim jsme docili stavu popsaného v (#) a dukaz prvniho kroku
je hotov.

Krok 2, r — 1 — r: Predpokladejme, ze r > 1 a ze (#) plati v
pripadé, ze v k-tém sloupci existuje nenulovy polynom stupné
mensiho nez r.

Podle definice r existuje i € {1,...,m+ 1}, ze a;x(\) je poly-

nom stupné 7.

Pokud prehodime prvni a i-ty fadek, doséhneme toho, Ze na

misté 1k je polynom stupné r.

Muzeme tedy predpokladat, ze aix(\) je polynom stupné r.

Nyni pro ¢ = 2, ..., k provedeme nésledujici postup:
Vydeélime (se zbytkem) polynom a;x(\) polynomem ay ()
tj. najdeme polynomy p;(\) a ¢;(\) spliujici

ait(N) = pi(N)aik(A) + ¢i(N),

pficemz polynom ¢;(A\) je bud nulovy nebo m4 stuper
mensi nez je stupen polynomu ax(A). (Viz Véta VIIL.17,
ktera fikd, ze toto lze provést.)
Pak k i-tému fadku pficteme —p;(\)-ndsobek prvniho
radku. To je pripustna uprava tretiho druhu.
Po této tpravé bude na misté ik polynom ¢;(\).
Kdyz uvedeny postup provedeme pro¢ = 2, ..., m~+1, budeme
mit v k-tém sloupci polynomy ai;(A), g2(A), ..., Gma1(A).



Nyni jsou dvé moznosti:

Bud jsou vsechny polynomy ¢a(A), ..., ¢ne1(\) nulové. Pak
uz jsme doséhli stavu pozadovaného v ().

Nebo je alespon jeden z polynomu ¢z(A),. .., ¢ni1(A) nenu-
lovy. Pak mé stupen mensi nez je stupen ajx(A), tedy mensi
nez r. Podle indukéniho predpokladu v tomto piipadé ()
plati.

Tim je dokocen indukéni krok.

Doséhli jsme tedy toho, ze v k-tém sloupci je prvni prvek nenulovy
polynom a vSechny ostatni prvky jsou nulové. Vytvorili jsme tedy
,prvni schod*.

Nyni pouzijeme indukéni predpoklad: A-matici typu m x n, ktera
vznikne vynechéanim prvniho fadku z vysledné A-matice, lze dle
indukcéniho predpokladu pomoci fadkovych iprav prevést na scho-
dovitou. To provedeme a pak opét pridame vynechany prvni fadek,
¢imz dostameme schodovitou A-matici. Tim je dukaz proveden.



e Nasledujici diagram zachycuje algoritmus vychézejici z uvedeného dukazu

indukei.

Kolik fadkt ma A?

vice nez 1

ANO

Hotovo

Je A nulovd A-matice?

NE

Oznacme k poradi prvniho
nenulového sloupce A.

Hotovo

Oznacme r = min{st a;z(\): a;(\) # 0}. Zvolme i, aby st a;p(\) = r.

NE

Jsou vsechny polynomy

Prohodime prvni a i-ty radek.

Pro kazdé j > 2 pomoci déleni polynomu
najdeme polynomy p;(\) a ¢;(\) takové,
ze a;(N) = pj(N)ai(X) + ¢;(A), kde

ajr(N), j > 2, nulové?

ANO

Prvni tadek je hotov. Uvazujme
— misto A A-matici, kterd z A
vznikne vynechanim prvniho radku.

¢;(A) je nulovy nebo st ¢;(A) < 7.
Pak k j-tému radku pricteme

(—p;(\))-nédsobek pryniho fadku.

e Pii praktickém pocitani si tento algoritmus muzeme upravit, aby se
vypocet zkratil. Naptiklad v kroku, kde délime polynomy, lze déleni
provadét jen do chvile, kdy ndm poprvé vyjde zbytek ¢;(A) nenulovy.
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Pak muzeme prohodit prvni a j-ty fadek a délit polynomem mensiho
stupne.

Pak prislusna ¢ast algoritmu vypada takto:

Ozna¢me r = min{st a;z(\): a;(\) # 0}. Zvolme i, aby st a;x(\) = 7.

Prohodime prvni a i-ty radek.

ji=2
Prohodime prvni a j-ty radek.
T~ Pomoci déleni polynomu najdeme
NE o
polynomy p;(A) a g;(X) takové, ze

ajr(A) = pi(A)awe(X) + g;(A), kde ¢;(A)
je nulovy nebo st ¢;(A) < stai,(A).
Pak k j-tému radku pricteme
ANO (—p;(X))-nasobek prvniho fadku.

Je polynom a;(A) nulovy?

Je j-ty tadek posledni?

*

ANO ji=gH

Prvni tadek je hotov. Uvazujme
misto A A-matici, kterd z A
vznikne vynechanim prvniho fadku.




Metoda reSeni homogenni soustavy x’ = Ax:

e Metodu si vysvétlime obecné a zaroven ilustrujeme na konkrétnim

prikladu
-2 9 9 9 —-24
-1 5 4 4 12
A=]-1 1 2 0 -1
1 -1 -1 2 =2
0 1 1 2 —4

e Prvni krok metody spoc¢iva v tom, ze vezmeme A-matici Al—A a pomoci
radkovych tuprav ji prevedeme na schodovitou.

V nasem konkrétnim ptipadé to vypada nasledovneé:

A+2 -9 -9 -9 24 -1 1 1 A—2 2
1 A—5 -4 —4 12 1 A—5 —4 —4 12
Al — A= 1 -1 A=2 0 1 ~ 1 -1 -2 0 1
-1 1 1 A—2 2 A+2 =9 -9 -9 24
-1 -1 -2 A+4 0 -1 -1 -2 A+4
-1 1 1 A—2 2 -1 1 1 A—2 2
0 A—4 =3 A—6 14 0 -1 -1 -2 A+4
~10 0 A—-1 A-=2 3 ~10 0 A—1 A-=2 3
0 A=7 A=T7 X —13 2)\+28 0 A=T7 A=T7 XN —13 2)\+28
0 -1 -1 —2 A+4 0 A—-4 =3 A—6 14
-1 1 1 A—2 2 -1 1 1 A—2 2
0 -1 -1 -2 A+4 0o -1 -1 -2 A+4
~ | 0 0 A—1 A—2 3 ~ | 0 0 Xx—-1 A—2 3
0 0 0 A2 =20 +1 A2 -\ 0 0 0 A2 —2X+1 A2 -]
0 0 —-A+1 —A+2 A2 -2 0 0 0 0 N+l

Upravy byly nasledujici:

— Nejprve jsme prohodili prvni a ¢tvrty radek.

— Pak jsme prvni fadek pricetli k druhému i k tfetimu fadku. Ke ¢tvrtému
fadku jsme pricetli (A + 2)-ndsobek prvniho fadku.

— Prohodili jsme druhy a paty radek.

— Ke ¢tvrtému faddku jsme pricetli (A — 7)-ndsobek druhého a k patému fadku
jsme pricetli (A — 4)-ndsobek druhého.

— K péatému radku jsme pricetli tfeti fadek.



e Nez se budeme zabyvat dalsim postupem, vysvétlime vyznam tohoto
zapisu a tprav.

Resime soustavu @’ = Az, neboli ' — Ax = 0. Kdyz tento vektorovy
zapis rozepiseme, dostaneme

/ —
Ty — a1 —a12T2 — ... —A1pnty — 0,
/
—a21T1 +ZL’2 — Q92T — ... —AaopLy — 0,
! =0
—Qp1T1 —Qp2Ty — ... T, — GppT, = 0U.

Trik, ktery vede k pouziti A-matic, spo¢iva v tom, ze ,,operator deri-
vovani reprezentujeme pomoci nasobeni \“.

Pokud tedy misto derivovani piSeme nasobeni A\, ma leva strana uve-
dené soustavy tvar

/\(L’l — a111 —Q12T2 — ... —A1pTy
—a91T1 +ATy — QaTy — ... —A2p Ty
—Q,1 71 —ApaTy — ... AT, — Appln,

neboli (Al — A)z.

Radkové upravy A-matice pak reprezentuji tipravy soustavy diferencidlnich
rovnic. Lze samoziejmé dvé rovnice prohodit nebo jednu rovnici vynéasobit
nenulovym ¢islem. Tyto dpravy neméni mnozinu feSeni.

Nakonec posledni typ upravy: Pokud naptiklad k druhému radku pricteme
A-nasobek prvniho, znamena to, ze k druhé rovnici pricteme derivaci
prvni rovnice. Ani takovato iprava nezméni mnozinu feSeni soustavy.

Mohli bychom tedy pouzivat eliminaci piimo na diferencidlni rovnici,
bez pouziti A-matic. Ale A\-matice umoznuji poc¢itat snadnéji a efek-
tivnéji.

e Ptedchozi vysvétleni zaroven dokumentuje, pro¢ nékteré ipravy nejsou
dovolené. Naptiklad vynasobit jeden fadek A by znamenalo ptislusnou
rovnici zderivovat. To neni ekvivalentni tUprava, protoze to zvétsuje
mnozinu feSeni. Naopak, vydélit fadek A by znamenalo néco jako zin-
tegrovat rovnici — ale pak by na pravé strané jiz nebyla nula, ale néjaka
konstanta.



e Nyni zpatky k metodé feseni. A-matici A — A jsme pomoci fadkovych
uprav prevedli na schodovitou. Protoze jde o ¢tvercovou A-matici, je
schodovita A-matice automaticky horni trojihelnikova, mé tedy tvar

Pii(A) Pia(A) ... Pi(N)
0 Po(d) ... Pu())

B(}) = : : - : ’
0 0 ... P

kde P;;(X) jsou polynomy.

Navic polynomy na diagondle, tj. Pi1()A),..., Py,(\) jsou nenulové a
soucet jejich stupnu je n.

Abychom si to rozmysleli, pfipomenme nejprve Vétu VI.10 o determi-
nantu a radkovych tupravach. Z ni plyne, ze pii upravé prvniho druhu
se determinant vynasobi —1, pii upravé druhého druhu se vynasobi
nenulovym ¢islem a pfi upravé tiettho druhu se determinant nezméni.

Z toho plyne, ze existuje ¢ € R\ {0}, ze
det B(\) = ¢ - det(Al — A).

Protoze det(Al — A) je polynom stupné n (podle Véticky 1X.18(ii)), je
i det B(\) polynom stupné n. Protoze

det B(A) = Pi1(\) -+ Pon(N)
(podle Véty VI.8), musi byt polynomy na diagonéle nenulové a soucet
jejich stupnu musi byt n.

V nasem konkrétnim pfipadé mame

-1 1 1 A—2 2

0o -1 -1 -2 A+4
BAMN=|0 0 Xx-1 A—2 3 ,

0 0 0 AN —2X2+1 A2-)

0 0 0 0 A2 +1

tedy P11 = P22 = —ljsou stupné O, ng()\) = A*lje stupné 1, P44()\) = )\27>\+1 je
stupné 2 a Ps5(\) = A2+1 je stupné 2. Souéet stupiiii je opravdu 5 = 0+0-+1+2+2.
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e Ziskanou horni trojihelnikovou matici B(\) pfevedeme znovu na sou-
stavu diferencialnich rovnic.

K tomu pouzijeme nasledujici znaceni:
Pokud P(A\) = axA\* + a1 A1+ -+ ay A+ ag je polynom a z né&jaka
funkce, pak budeme znacit

Pz = az™ + ap2®Y + -+ a2’ + apz.

V souladu s tim, ze A zastupuje ,operator derivovani“, A matice B(\)
predstavuje soustavu diferencialnich rovnic

P11(%)x1 +P12(%)$2 + .. +P1n<%)x” =0
Pu(H)rs + oo +Puw(§)zn =0

P,m(%):cn =0.

V nasem konkrétnim ptripadé ma prislusna soustava tvar

—x1  +ao 423 +a) — 2wy +2x5 =0
— T —x3 —2x4 Hap+4dws =

xh — a3 +al — 2wy 4+3z5 =0
xf — 2z + x4 xp —xf =

a2l + x5 =0.

e Tuto soustavu resime odzadu:

— Posledni rovnice obsahuje pouze jednu neznamou funkci, a to x,,.

Pokud by polynom P, byl stupné 0, tedy nenulové konstanta,
pak by to nebyla ani diferencialni rovnice a vyslo by x,, = 0, tj.
x, by byla konstantni nulova funkce. To ovSem nemuze nastat,
protoze by pak posledni fadek fundamentalni matice byl nulovy,
coz je ve sporu s Vétou XVIL7(ii).

Pokud je P,,,, polynom stupné £ > 1, pak posledni rovnice je homo-
genni linearni rovnice fadu k s konstatnimi koeficienty. Vytesime
ji tedy pomoci Véty XVI.4 (jejim charakteristickym polynomem
je Pun).
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V nasem piipadé mé posledni rovnice tvar

e + x5 =0,
coz je homogenni linearni rovnice druhého tadu s konstantnimi koeficienty,
jejiz charakteristicky polynom je x(\) = Ps5(A\) = A2 + 1. Jeho koieny jsou
+i (ndsobnosti jedna), tedy podle Véty XVI.4 je fundamentaln{ systém tvoren

funkcemi cost,sint. Obecné feseni ma tedy tvar

x5(t) = cpcost + casint, t€ R (c1,c2 €R). (x5)

Predposledni rovnici prepiseme ve tvaru

Pn—l,n—l(%)crn—l - _Pn—l,n(%>xn'

Funkci z,, uz zname z feSeni posledni rovnice. Obecny tvar z,
dosadime do pravé strany, ¢imz dostaneme rovnici s neznamou
T,_1 (s parametrem ¢i parametry, které se objevuji ve vzorci pro
Pokud polynom P,_; ,—; je stupné 0, tj. je to nenulova konstanta,
nejde o diferencialni rovnici, ale dostaneme ptimo vzorec pro x, 1.
(To se tentokrat stat muze.)

Pokud polynom P,_; ,,_; je stupné 1, je to linedrni rovnice prvniho
radu s nezndmou x, ;. V tomto ptipadé je nejsnazsi pouzit me-
todu integracniho faktoru z Kapitoly XV. (Lze pouzit i metody
delsi postup.)

Pokud polynom P,_;,_1 je stupné & > 2, je to nehomogenni
linedrni rovnice k-tého fadu s konstantnimi koeficienty pro neznamou
Tp_1. Tu vyfesime metodami z oddilu XVI.2: Najdeme funda-
mentalni systém homogenni rovnice (podle Véty XVI.4), parti-
kulédrni feSeni nehomogenni rovnice ziskdme podle Véty XVI.5,
protoze prava strana je souctem nékolika ,specidlnich pravych
stran “.

V nasem konkrétnim ptripadé predposledni rovnice ma tvar

N / _ "o
Ty — 2%y + T4 = —T5 + T5.

Za x5 dosadime podle (z5). Jest

x5(t) = 1 cost 4 cosint,
x5 (t) = —cy sint + o cost,
x4 (t) = —cy cost — cosint,
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tedy
—xf + a5 = (c1 + cz) cost + (¢ — ¢1) sint,

mame tedy rovnici
xYf — 22 + x4 = (c1 + c2) cost + (ca — 1) sint.

To je nehomogenni linearni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty,
jejiz pravé strana je ve specidlnim tvaru z Véty XVL5 (se dvéma parametry
1, ¢2). Vytesime ji metodami z Kapitoly XVI.

Charakteristicky polynom homogenni rovnice je
XA) = Puy(N) =22 =22+ 1= (A —1)%

ma tedy dvojndsobny koten 1. Fundamentalni systém feSeni homogenni rov-
nice tedy tvori funkce ef, te! (podle Véty XVI.4).

Partikularni feseni nehomogenni rovnice najdeme pomoci Véty XVI.5. Prava
strana je ve specidlnim tvaru —je p =0, v =1, P(t) = ¢1 + ¢, Q(t) = ¢1 — ¢
(pfi znageni z této véty). Protoze 0+ 1-¢ = 4 nenf kofenem charakteristického
polynomu a polynomy P, @ jsou konstantni (stupné 0), existuje partikuldrn{
feseni ve tvaru

Z4p(t) = acost + bsint,

kde a,b € R jsou vhodné konstanty. Pak

xy ,(t) = —asint + beost,
zy ,(t) = —acost + —bsint,
tedy
xy ,(t) — 2a) ,(t) + 24 ,(t) = —2bcost + 2asint.
Toto se rovna pravé strané v pifpadé, ze a = 25 ab = —%. Partikularni

reSeni ma tedy tvar

Tap(t) = @ ; D ost — & ;CQ sint,

obecné teSeni je pak

z4(t) = cze’ + cqte + % cost — 2L t o

int, teR. (4)

Zde c3,cq € R jsou nové parametry, ¢y, co jsou parametry z tvaru xs.
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— Analogicky vytesime vSechny rovnice, postupujice odzadu (od po-
sledni k prvni).
V nasem piipadé ma tfeti rovnice tvar

xé — T3 = 71{1 + 224 — 3x5.

Za x4 dosadime z (z4) a za x5 dosadime z (x5). Protoze

C2 —C1 . 1+ c2
2 (t) = cze’ + cpet + cqte’ — sint — cost,
je prava strana rovna
Cco —C1 c1+cg
—zl + 2w4 — 375 = —(c3 + cq)e’ — cyte’ + sint + ost

+ 2cze’ + 2cqte’ + (ca — ¢1) cost — (cy + cz)sint

— 3cicost — 3eosint

= (ca —c3)e’ +cate! + (3co — Ley)cost — (3e1 + Leo)sint.

Mame tedy rovnici
/ t t, (3 7 :
r3 — 13 = (c4 — c3)e’ + cate’ + (5c0 — %cl)cost — (%cl + §c2)sint.

To je linedrni rovnice prvniho fadu, kterou muzeme tesit napiiklad metodou
integracniho faktoru z Kapitoly XV.

Integraéni faktor je zfejmé funkce e~t. Vynasobime-li jim rovnici, dostaneme

I —t —t : —t —t
ahe " —aset = (ca—c3) +eat + (3ea — Zer)e P eost — (Se1 + Leg)e P sint,
neboli

(z5e7") = (ca—c3) +eat+ (3ea — Zer)e P eost — (Sc1 + Leg)e ' sint.

Nyni je tfeba spocitat primitivni funkci k pravé strané. K tomu je tieba
vypocitat

/e_t costdt = —e 'cost — / —e H(—sint)dt
—e 'cost — / e 'sintdt

= —e tcost — <—et sint — / —e tcost dt)

= —¢ tcost+e tsint — /e_t costdt,

tedy
1
/e_t costdt = ie_t(sint —cost) naR.
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Podobné
/e*t sintdt = —e tsint — | —e tcostdt

= —¢t sint—|—/e*t costdt

—e tsint —e fcost — / —e (—sint)dt

—e tsint —e fcost — /e*t sint dt,

tedy
c 1 4.
/e_tsintdt:—ie ‘(sint +cost) na R.

Méme tedy
—t 1 5 1 i
z3e” " = (cg —c3)t + §C4t + 1(302 —Tey)e *(sint — cost)
1
+ 1(301 + 702)e_t(cost +sint) + cs,

kde ¢c5 € R. Tedy

1 1
x3(t) = (cq — c3)te! + §C4t26t + 1(3@ —Tc¢y)(sint — cost)

1
+ 1(361 + Tco)(cost +sint) + cze’

1 1 1
= cse’ + (c4 — c3)te’ + §C4t26t + 5(262 + 5cq) cost + 5(502 — 2¢q)sint.

Toto je obecné feseni treti rovnice — parametr cs je nové pridany, parametry
c1,...,cq pochazeji ze ctvrté a paté rovnice.

Druhé rovnice jiz neni diferencialni rovnici, ale dava pfimo vzorec pro zs
pomoci x3, x4, x5, do néhoz staci dosadit:

To = —x3 — 2x4 + w5 + 45
¢ ¢ L ooy 1 1 .
= —cse’ — (¢cq4 — c3)te’ — 56415 — 5(202 + 5¢q) cost — 5(5C2 —2¢y)sint

— 2cze’ — 2cqte’ — (cy — c1) cost + (c1 + ¢z)sint

— cysint + cgcost + 4cq cost + 4eg sint

1 1 1
= —(c5 + 2c3)e’ — (3cy — c3)te’ — §C4t2€t + 5(501 — 2¢9) cost + 5(502 + 2¢y)sint
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Podobné prvni rovnice dava rovnou vzorec pro xi:
!
T1 = X9 + 23+ Ty — 224 + 225

1 1 1
= —(c5 + 2c3)e’ — (3cy — c3)te’ — §C4t2€t + 5(501 — 2¢9) cost + 5(502 + 2¢q)sint
¢ e L o 1 1 .
+cse’ + (ca — c3)te’ + §C4t e + 5(202 + 5cq) cost + 5(502 —2c¢1)sint

t t ¢ 1 : 1
+ cze’ + cqe’ + cqte’ — 5(02 —¢p)sint + i(cl + ¢o) cost
— 2cze’ — 2cqte’ — (co — 1) cost + (cy + o) sint

+ 2¢q cost + 2cosint

1 1 1
= (cq — 3c3)e’ — 3eqtet — 504t2et + 5(1301 —cg)cost + 5(301 + 15¢9) sint.

e Timto postupem ziskame obecné feseni homogenni soustavy. Bude se
v ném vyskytovat n parametru (pokud je Pj; stupné k, je piislusnd
diferencialni rovnice k-tého radu a jeji feSeni obsahuje k parametriu —
podle Véty XVI.3). Proto feSeni lze vyjadiit ve tvaru

r=cx' +cxi+- +ex", c,...,c €R,

kde =, ..., x? jsou vhodné vektorové funkce. Ty pak tvoii fundamentalni
systém TeSeni homogenni soustavy.

Pokud shrneme vysledky vypocétu, obecné feseni soustavy mé tvar
¢ TR SRR 1 .
x1(t) = (cqa — 3cz)e’ — Beate” — §C4t e+ 5(1301 — cg)cost + 5(3(:1 + 15¢9) sint,

1 1 1
2o(t) = —(c5 + 2c3)e’ — (3cq — c3)te! — —cut?e’ + 5(501 — 2¢9) cost + 5(502 + 2¢1) sint,

2
t ¢ L ey 1 1 :
x3(t) = cse’ + (cg — c3)te’ + §C4t e+ 5(202 + 5eq) cost + 5(5(:2 — 2¢1) sint,
74(t) = cze’ + cate + 29 ost — % sin t,

x5(t) = ¢1 cost + o sint,

kte ¢t € R (Teseni jsou definovana na R) a ¢;,...,¢s € R jsou libovoln4.
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Pokud chceme uréit (néjaky) fundamentdlni systém a (néjakou) fundamentalni ma-
tici, postupujeme nasledovné. Mame

(ca — 3eg)e’ — Begte! — eat®e’ + L(13c1 — c2) cost + 5(3e1 + 15¢o) sint

z1(t
xléti —(c5 + 2c3)e’ — (3eq — cg)te’ — Legt®e + $(5e1 — 2¢0) cost + 4 (5ea + 2¢1) sint
z(t)=|z3(t) | = cse! + (ca — c3)te! + Scat?et + L(2c0 + 5ey) cost + 3(5ea — 2¢1) sint
w4(t) cze! + cqtel + 25 cost — SE 2 sint
w5(t) c1cost + cosint
2 cost + 3 sint 2sint — 5 cost 3¢t
5cost +sint Ssint — cost —e'(2 — 1)
=c - Scost—sint | +co- cost+ 2sint | ez —tet
—3cost — £sint $cost — sint e’
cost sint 0

et(1 -3t — 3t?)

—e! (3t + 1t%) —et

tes | et 32 e | o€
tet 0

0 0

Fundamentélni systém tedy tvoii (napiiklad) pétice vektorovych funket

%cost—i—%sint E—ssint— %cost — 3¢t
5 cost +sint Ssint — cost —el(2-1t)
xz'(t) = Scost—sint | ,x*(t)=| cost+ Ssint & (t) = —te' )
—Lcost — Lsint 1 Lgi e’
3 5 5Cost — 5sint
cost sint 0
et(1— 3t — 3t?) 0
—e! (3t + 11?) —e!
ity =| e@+ir) |2M)=]| ¢
tet 0
0 0

Vime totiz, ze mnozina vsech feSeni je podprostor dimenze 5 a Ze TfeSeni jsou praveé
linearni kombinace téchto péti vektorovych funkci. Podle Véticky IX.4 tedy tvoii
bézi.

Fudamentalni matice je pak naptiklad

Pcost+ Ssint  Psint — 5 cost —3et ef(1-3t—3t2) 0
5 cost +sint Ssint—cost —e'(2—t) —e'(3t+it?) —€
5 cost —sint cost + 3 sint —tet el(t+ 3t?) et

—gcost — £sint  Jcost— gsint et te! 0

cost sint 0 0 0
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e Uvedeny algoritmus je univerzalni, jeho pouziti v praktickém pocitani
ma vSak urcitd omezeni. Ta jsou dana tim, zZe je tfeba hledat koteny po-
lynomu Pj;, coz pro polynomy vyssich stupnu obecné neumime. Na tuto
potiz narazi vSechny metody feseni (a také metody feseni jinych druhu
rovnic — diferen¢nich v Kapitole XII a linearnich rovnic s konstantnimi
koeficienty v Kapitole XVI). Existuji i jiné metody Feseni, které daji
rovnou vzorec pro fundamentalni matici (viz dopliaujici cviceni, az bu-
dou k dispozici) — ty jsou v8ak dulezité hlavné z teoretického hlediska,
pii pouziti v pocetni praxi narazeji na stejné potize.

Metody feSeni nehomogenni soustavy =’ = Ax + b(¢):

e Prvni moznosti je nejprve najit fundamentalni systém reseni homogenni
soustavy (vyse uvedenou metodou) a pak najit partikularni feseni ne-
homogenni soustavy metodou variace konstant (Véta XVILS).

Pak vSechna teseni nehomogenni soustavy se najdou jako soucet tohoto
partikularniho feSeni a feseni homogenni soustavy, tj. linearni kombi-
nace prvki fundamentélntho systému (viz Veéticka XVIL5(ii)).

Tato moznost je univerzalni, je pouzitelna pro kazdou (spojitou) pravou
stranu.

e Druhou moznosti, ktera je pouzitelnd napiiklad v ptipadé, ze na pravé
strané jsou funkce ttidy C*°, a ktera se hodi v pripadé, ze funkce na
pravé strané maji tvar jako ve Vété XVI.5, je zahrnuti pravé strany do
eliminace.

Postup je nésledujici:

— Prvni krok metody tentokrat spociva v tom, ze vezmeme rozsitenou
A-matici (AL — A|b(t)) typu n x (n+ 1) a pomoci fadkovych tdprav
ji prevedeme na schodovitou.

S proménnou ¢, ktera se vyskytuje na pravé strané, zachédzime jako
s parametrem.

Postupujeme tak, ze A-matici Al — A prevadime na schodovitou
podle vyse uvedeného algoritmu, jen tupravy provadime na celou
matici, véetné posledniho sloupce.
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— Vysledkem tprav je A-matice tvaru

Pii(N) P12E;\3 e P1nE;\\§ ?Et, ;\3
0 PQQ .. Pgn 9 t,
N I |
0 0 ... Pun(\) fult,N)

kde funkce f; maji tvar

kj

£t ) =" XNgi(t),

i=0
pficemz g;; jsou néjaké funkce. (Je zfejmé, ze upravami vznikne
vyraz tohoto tvaru.)

— Ziskanou schodovitou A-matici prepiSeme opét na soustavu dife-
rencidlnich rovnic. Ta bude mit tvar

Pu($)m +Po($)re + - +Pu($)en = A(t)
Pou(Szy  + .0 +Pn(L)z, = folt)

Leva strana ma stejny tvar jako vyse u feseni homogenni soustavy.
Funkce na pravé strané jsou

k; ‘
L) =" g2,
=0

v souladu s interpretaci A jako ,operatoru derivovani®.

— Takto vznikla soustava ma stejnou mnozinu teSeni jako vychozi
soustava. Opét ji feSime odzadu stejné jako vysSe, jen na pravé
strané mame navic funkce f;(¢).
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OO OO

— Ilustrujme tento postup na piikladu. Pouzijeme stejnou matici
jako vyse, avSak s nenulovou stranou.
Tedy uvazme rovnici ' = Az + b(t), kde

-2 9 9 9 -24 t3
-1 5 4 4 -12 t2
A=]-1 1 2 0 =11, bt)y=] ¢
1 -1 -1 2 =2 —et
0 1 1 2 -4 t
Upravy pak vypadaji takto:
A+2 -9 -9 -9 24 3 -1 1 I Ax=-2 2 —¢
1 X-5 -4 -4 12 2 1 A-5 -4 -4 12 ¢
(AL—-Ap#)=| 1 -1 A=2 0 1 et [~ 1 -1 A=2 0 1 et
-1 1 I Ax=2 2 —¢ A+2 -9 -9 -9 24 3
0 -1 -1 =2 A+4 t 0 -1 -1 =2 A+4 t
1 A—2 2 —et -1 1 1 A—2 2 —e!
-3 A—6 14 t?2 — et 0o -1 -1 -2 A+4 t
A—-1 A-2 3 0 ~ | 0 0 A—1 Xx-=2 3 0
A—=T7 A —13 22428 3 — (A +2)e 0 A=T7 A=T7 AN —13 22+28 23— (A +2)e
—-1 -2 A+4 t 0 A—4 -3 A—6 14 t? — et
-1 1 1 A—2 2 —et
0 -1 -1 -2 A+4 t
~10 0 A-1 A—2 3 0
0 0 0 A2 =22 +1 A=) B3—A+2ef+AN=-T)
0 0 —A+1 —=x+2 A2-2 t2—el + (A=At
-1 1 1 A—2 2 —et
0 -1 -1 -2 A+4 t
~0 0 Xx-1 A—2 3 0
0 0 0 A2=22+1 X=X -A+2et+A=-T7)
0 0 0 0 A +1 t2—et+ (N —4)t

Nyni tuto Ad-matici opét prepiSeme na soustavu. V prvnich tfech
radcich se v poslednim sloupci nevyskytuje A, proto tyto funkce
budou samy na pravé strané.

Mame

fat, ) =t — (A +2)e + (AN =Tt =13 — 2" — Tt + N(—e' + 1),
tedy

Fi(t) = B=2e'—Tt+4(—e'+1t) = P—2e' —Tt+(—e'+1) = P —Tt+1—3¢".
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Podobné
fs(t,N) =12 —e' + (N —4)t =7 — 4t — ' + )\,

tedy B
fs(t) =t —dt —e' +(t) =t> -4t +1—¢€".

Proto ma ptislusna soustava tvar

—z1 4o +x3 +x) — 224 +2x5 = —et
—T9 —x3 —2x4 Hab+dxs =t
xh —x3 +x) — 2wy +3x5 =0

xlf —2a) + x4 ol —af =3 -Tt+1- 3¢
ol +as =t —4t+1—el

Tuto soustavu feSime odzadu. Posledni rovnice je linearni rov-
nice druhého radu s konstantnimi koeficienty, jejiz prava strana je
soucet dvou ,specidlnich pravych stran®“. Po vyTeSeni a dosazeni
do ¢tvrté rovnice dostaneme linearni rovnici druhého radu s kon-
stantnimi koeficienty, jejiz prava strana je soucet tii ,specidlnich
pravych stran“. A tak postupujeme déle.
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