Komentar k oddilu XVII.4: Vlastnosti maximalnich feSeni — ¢ast
druha

K Lemmatu XVII.11:

e Toto jednoduché lemma se ¢asto pouzivé pro zkoumaéni feseni (soustav)
diferencialnich rovnic a jejich chovani.

Vysvétlime si nejprve jeho predpoklady a tvrzeni.
e Prvnim predpokladem je, ze mame tfi ¢isla a, «, 5, pricemz a > 0,5 > 0

a > 0, a déle funkci u, kterd je spojitd a nezadpornd na intervalu (¢, t1)
(kde tp € R a t; je bud néjaké redlné ¢islo vétsi nez ¢y nebo +00).

Déle predpokladame, ze funkce u spliuje

Vt e (to,t1) ru(t) <a +/ (au(s) + B)ds. (%)

to
Tvrzeni pak iika, ze plati nerovnost

Vt € (to, t1) u(t) < (a+ 2)e*t=), (%)

e Jaky to ma vyznam:

Ve vztahu (%) se funkce u vyskytuje na levé i na pravé strané. Tedy
funkce u je odhadnuta pomoci integralu z u.

Ve vztahu (xx) se vyskytuje u jen na levé strané. Tj. mame funkei u

odhadnutou néjakou konkrétni funkci, uz ne pomoci wu.

e Souvislost s diferencialnimi rovnicemi uvidime v dalsich vétach. Pozna-
menejme jen, ze nerovnosti tvaru podobného (x) se prirozené odvozuji
z Véticky XVII.1, tedy z tam zminéné integralni rovnice.

e Dukaz lemmatu:

Zavedeme si pomocnou funkci

v(t) =a+ /t(au(s) + B)ds,t € (to, t1).

to

Protoze funkce u je spojitd ma (to, t1), je funkce v dobie definovana na
intervalu (tg,t;) (podle Véty VIIL5, integral uvazujeme Riemannuv).

1



Navic podle Vety VIIL.7 plati
V(t) =au(t)+ 8, te (to,t).
Protoze podle (x) je u(t) < v(t) pro t € (tg,t1), dostdvame
V) =au(t)+ 8 <av(t)+ B, tEe (tyt1).
Tedy pro kazdé t € (to,t1) plati

V(t) —av(t) < 8,
V' (t)e ™ — av(t)e™™ < Be ™,
(v(t)e™™) < Be™,

tedy

t t
/ (v(s)e™*) ds < / e ds,
to to

v(t)e ™ — v(tg)e 0 < [—ﬁe’as]io

(e
—at —atp B —at B _—atg
v(t)e ™ — ae < —fe M4 e,

U(t)efat S aefatg . ﬁefat B —atg
@ a

U(t) < aea(t*to) _ B + _ea(tfto) < (a_|_ é)ea(tftg).

Protoze u(t) < v(t), dostavame vztah (xx).

Lemma je formulovéno pro interval (o, t1), kde t; > t,.
Jeho analogie ovsem plati i pro interval (¢1,to(, kde t; < to.

V tom pripadé z predpokladu, ze funkce u splnuje

to
Vit € (t,to) tu(t) <a +/ (au(s) + B) ds (o)
t
plyne, ze plati nerovnost
Vt et € (ti,to) tult) < (a+ E)elo), (00)

Dukaz lze provést stejnym zpusobem, pripadné odvodit z puvodniho
tvrzeni aplikovaného na funkei u(t) = u(—t) na intervalu (—tg, —t1).
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K Véte XVII.12:

e Tato véta tika, ze za jistych predpokladu jsou maximalni feseni defi-
novana na nejvétsich myslitelnych intervalech.
Ze to neni néco samoziejmého, vime z metod Teseni ruznych typu rov-
nic.
Naprtiklad pro rovnice se separovanymi proménnymi bylo uréeni in-
tervalu dulezitou soucasti postupu reseni. Stejné tak pfi vySetrovani
autonomnich rovnic.
Naproti tomu u linearnich rovnic je reseni automaticky definované na
nejvetsim myslitelném intervalu. Pro linedrni rovnice prvniho fadu to
vyslo z metody feSeni, pro rovnice vyssich fadu a pro soustavy je to
dusledek prave této véty.

e Predpoklady a tvrzeni véty:

o Tato véta se tyka soustav

x' = f(t, ),

kde vektorové zobrazeni f je definované a spojité na oteviené
mnoziné G tvaru
G = (a,b) x R",

kde (a,b) je néjaky otevieny interval.
To znamend, ze f(t,x) je definovand pro ¢t € (a,b) a libovolné
xz € R".
Za této situace je interval (a, b) nejvétsim myslitelnym intervalem,
na némz muze byt definovano néjaké reseni.

o Dalsim predpokladem je odhad ,rustu® zobrazeni f v @, tj. v
proménnych xq,...,x,.
Presnéji — predpokladame, ze existuji funkce «, 8 spojité na inter-
valu (a, b) takové, ze

Vit,z] € G- || f (1, 2)]| < a(t)l|e] + B(2).

Rik4 se tomu, zZe rust je ,nejvyse linedrni“. Znamens to, ze veli-
kost f(t, ) roste pii rostouct ||x|| (tj. vzddlenosti & od pocatku)
srovnatelné s ||z||.



Poznamenejme, zZe toto omezeni se vztahuje na chovani pfi ros-
touct |||, nikoli na chovani s tim, jak se ¢ blizi ke krajnim bodum
intervalu (a, b).

o I kdyz to v predpokladech neni uvedeno, obvykle se predpoklada,
ze funkce «, 8 jsou nezaporné.

Kdyby nebyly nezaporné, nahradili bychom je funkcemi |af, |5] a
predpoklad bude splnén ziejmeé také.

o Za uvedenych predpokladu véta 1ika, ze kazdé maximalni feSeni je
definovéno na celém intervalu (a, b), tj. na nejvétsim myslitelném
intervalu.

e Zakladni postup dukazu:
Necht z je maximéln{ feseni definované na intervalu (¢, d) C (a, b).
Cilem je dokazat, ze (¢,d) = (a,b), tj. c=a ad="b.
Dukaz se provede sporem. Predpokladejme, ze d < b.
Zvolme néjaké to € (¢, d).

S pouzitim Véticky XVII.1, predpokladu véty a Lemmatu XVII.11
dokdzeme, ze vektorovéd funkce x je omezend na intervalu (tg,d), tj.
existuje M > 0, ze

Vt € (to,d) : |Jz(t)]| < M.

Pak ovsem
K = (to,d) x B(o, M) = {(t.y) € Rx R": t € (to, d), |y|| < M}
je kompaktni podmnozina G a pritom plati
Yt € (to,d): [t,x(t)] € K.

To je ovSsem spor s Vétou XVII.12. Proto musi byt d = b.

Rovnost ¢ = a se dokaze analogicky.



Pro n = 1 situaci ilustruje obrazek:

M ,,,,,,

to d

Mnozina G je pés (a,b) X R, mnozina K je modry obdélnik obsazeny
v tomto pasu. Pro vyssi dimenze je obraze obdobny — K je v tomto
pripadé ,valec“, jehoz podstavou je n-rozmérnd koule o poloméru M.

e Dukaz pron = 1:

Stejné jako ve Vété XVII.10 provedeme dikaz pro n = 1 a pak vysvétlime,
v ¢cem se lisi obecny piipad.

Krok 1: Mame rovnici ' = f(t,x), f je spojita funkce na (a,b) x R,
a, B jsou nezdporné spojité funkce na (a,b) a plati nerovnost z
predpokladu véty.
Predpokladejme, ze = : (¢,d) — R je maximdlni FeSeni rovnice
x' = f(t,z) a pritom plati d < b.
Zvolme ty € (¢, d).

Krok 2: Podle Véticky XVII.1 plati

x(t) = z(to) —i—/t f(s,z(s))ds, te (to,d).

Krok 3: Funkce o a 8 jsou spojité na intervalu (a,b), tedy i na in-
tervalu (ty,d). Proto na tomto intervalu nabyvaji svého maxima.
Oznacéme

am =14+ max «aft), m = Mma t).
t€<t0,)§l> () b te(to,};)ﬁ()
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Krok 4: Z Kroku 2 a z predpokladu véty plyne, ze pro kazdé t € (ty, d)
plati

VIIL3(v

) t
|z(t)] = < |$(to)!+/t (s, 2(s))] ds

x(to)—i-/t f(s,z(s)) ds
< Jx(to)] + / (a(s)la(s)] + B(s)) ds

to
Krok 3

< a(to) + / (Cnl2(5)] + B s

to

Krok 5 Z Kroku 4 plyne, Ze jsou splnény predpoklady Lemmatu XVIL.11
pro funkeci u(t) = |z(t)| na intervalu (to,d) (pro |z(to)|, m, Bm
misto a, «v, f — uvédomme si, ze a,, > 0).

Podle Lemmatu XVII.11 tedy pro kazdé t € (to,d) plati

o)) < (Jalto)] + 22) 2 < (Jafty)] + Lo ) emi)

Polozme M = (]w(tg)] + g—:> eom(d=t0) Pak M je kladné realné
¢islo a plati
Vi € (to, d): |2(t)] < M.

Krok 6: Polozme
K ={[t,y e RxR:t € (ty,d), |yl < M} = (to,d) x (=M, M).

Pak K je uzaviend a omezena mnozina, je tedy kompaktni. Navic
K C G az Kroku 5 plyne, ze

Vit € (to,d): [t,z(t)] € K.

To je ovsem spor s Vétou XVII.10.

Tim je dukaz proveden.

e Diukaz pro obecné n je velmi podobny:
Misto x a f piseme x a f a misto |z(t)| pocitdme s ||z ()]

Pak kroky 1 az 3 jsou zcela stejné.



vvvvvv

(ko) + /t:f(s,a:(s)) ds /t:f(s,ac(s)) ds

Druhy sc¢itanec odhadujeme podobné jako v dukazu Véty XVII.10:

[ ststnal = 30| [ nna] S ([ etonas)

n 2

<2 ([ e )||+B(S))d8)

— Vi [zl + sy ds "2 Vi [anlel+ o) ds

Méme

v)
l|2(to)[|+

()

Tedy
Vit € (to, d): [la(t)]] < [Jx(to)]] + \/ﬁ/t (aml®(s)]| + Bim) ds

V Kroku 5 si vS§imneme, zZe jsou splnény predpoklady Lemmatu XVII.11
pro funkci u(t) = ||@(t)|| na intervalu (to,d) (s ¢isly ||x(to)|], /7 -
Oy /N - B misto a, , B), a tedy

le () < (o) + 22 ) V™m0 < (jla(ty)]] + 22 ) evren(i=to),

Polozime M = <||a:(t0)|| + g—:) eVmam(d=to) 5 dojdeme k témuz zavéru.

Krok 6 je opét zcela analogicky, polozime-li
K =A{[t,yl e RxR": t € (ty,d), |ly|]| < M} = (to,d) x B(o, M).

Zaver je stejny.



K Véte XVII.13:

e Této véte se tika ,,véta o spojité zavislosti na pocatecnich podminkach*.
Rika totiz, ze za danych predpokladu mald zména pocateénich podminek
vyvola malou zménu feSeni.

Pouziva k tomu formulaci typu Ve > 046 > 0...“ podobnou formu-
laci pouzité v definici spojitosti.

e Zakladni predpoklady jsou tyto:

o Uvazujeme soustavu ' = f(¢, ).

o Vektorové zobrazeni f je definovano na néjaké oteviené mnoziné
G C R x R™ a splnuje tam predpoklady Véty XVIIL.3.
Tedy, specidlné z Véty XVII.3 plyne, ze pro kazdy bod [tg, xo] € G
existuje pravé jedno maximalni feSeni @ soustavy, které spliuje
pocatecni podminku x(tg) = xo.

o Déale mame dédno maximdlni feseni & soustavy, («, ) je interval,
na kterém je definovano.
Nakonec mame déno ty € (a, §) a body 7 € (o, ty) a 72 € (to, 5).
To lze interpretovat tak, ze mame dén uzavieny interval (1, 75) C
(e, B), ktery obsahuje to jako svuj vnitini bod.



e Co 1ika tvrzeni véty, vysvétlime mj. s pomoci nasledujictho obrazku.

Cerné je vyznacen graf maximélniho feseni x. Déle je vyznacen uzavieny
interval (71, 75) obsazeny v deficnim oboru @ a jeho vnitini bod .

Pak pro kazdé € > 0 existuje § > 0, ze cosi plati.

A to cosi je toto: Pokud y je maximaélni feSeni soustavy splnujici
lly(to) — x(to)|| < 0, tj. jeho graf protind modfe vyznacenou tusecku,
pak plati:

o y je definovéno alespon na intervalu (71, 72) (tj. definiénim oborem
y je otevieny interval obsahujici interval (7, 79));

o Vt € (1,m2): |ly(t) — x(t)|| < ¢, tj. graf y na intervalu (r, 1) je
obsazen v péasu o §itce ¢ kolem grafu & (na obrazku jde o oranzové
vyznacenou plochu).

Cerveneé jsou vyznaceny grafy dvou maximalnich feseni, na néz lze tvr-
zeni veéty aplikovat.



e Zakladni postup dukazu:

Je dano x,ty, 71,7 ac > 0.
Pak
K=A{[t,z] e RxR": t € (r,m), |z —x(t)| <&}
je omezena a uzaviend mnozina, je tedy kompaktni.
Pokud € > 0 je dost malé, je K C G.

Tedy, je-li y maximélni teseni takové, ze |y(to) — x(to)|| < ¢, pak
[to, y(to)] € K, a tedy podle Vety XVIL10 existuji ¢, < tg a ty > to, Ze
body [t1,y(t1)] a [te, y(t2)] nelezi v K.

Aplikujeme Lemmatu XVII.11 na funkci ||y(t) — x(t)|| a spocteme, ze
pro dost malé ||y(ty) — x(to)|| se nemuze stat, ze to < T a
ly(t2) — 2 (t2)[| > €.

Proto ty > 1 a pro t € (to, 72) je ||y(t) — z(t)|| < e.

Podobny postup se provede pro t; a 4.

Tak vyjde tvrzeni véty.

D4 se to stru¢né formulovat nésledovné:

Graf reseni y musi opustit kompakt K. To lze udélat dvéma zpusoby —
ve sméru svislém (vzddlenim se od grafu ) nebo ve sméru vodorovném
(opusténim intervalu (1, 72). Pritom, pokud y(to) je dost blizko x(t),
proni moznost nenastane.
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e Dukaz pron = 1:

I tuto vétu dokazeme nejprve pro n = 1 a pak vysvétlime, co je tieba
udélat v obecném piipadeé.

Krok 1: Mame dénu rovnici 2’ = f(t, z), f je funkce dvou proménnych
definovand na oteviené mnoziné G' C R2, kterd spliiuje piedpoklady
Véty XVIL3 — tedy je spojitda na G a g—i je také spojita na G.
Déle mame dano maximélni feSeni z, které je definovano na in-
tervalu (a, f), ¢isla 7y,tg, 72 spliujici @ < 73 < tg < T < [ a
e > 0.

Krok 2: Polozme
A={t,z@)]: t € (r, )}y ={[t,z] eR*: t € (m, ™),z = z(t)}.

Z predpokladu plyne, ze A C G. Navic je A ziejmé uzaviend (diky
spojitosti funkce x lze snadno ukézat, ze posloupnost v A nemuze
konvergovat mimo A).

A je déale omezend, protoze funkce x je omezena na intervalu
(T1,Ta).

Zéaver: A je neprazdna kompaktni podmnozina G.

Krok 3: Pokud G G R?, uvazme funkci
h(t,z) = dist([t, 2], R*\ G) = inf{p([t, 2], [t', 2]): [t', ] € R*\ G}

pro [t,z] € R?. Pak h je dobie definovand funkce na R?, protoze
uvedené infimum existuje (piislusnd mnozina je neprazdnd, protoze
R?\ G # 0, a zdola omezena, protoze 0 je doln{ zdvora).

Navic pro kazdé [t, z] € G he h(t,z) > 0: Necht [t, z] € G. Protoze
G je oteviend, existuje r > 0, ze B([t,z],r) C G, a tedy r je dolni
zéavorou mnoziny z definice, proto h(t,z) > 7.

Navic h je spojitd funkce, protoze pro kazdé dva body [t1, z1], [t2, 22] € R?

plati
[A(t1, 21) = h(te, z2)|| < p([t1, 21], [t2, 22]). (*)

Méjme tedy [t1, 1], [t2, 22] € R?. Zvolme libovolné § > 0. Pak existuje [t, z] €
R?\ G spliujici

p([tg, 2’2], [t, Z]) < h(tz, 22) + 6.
Pak plati

p([tlv Zl]’ [t’ Z]) < p([th Zl]v [t27 ZQ])+p([t2’ 22]7 [tv Z]) < p([tlv Zl]’ [t27 Z2D+h(t27 Z2)+93
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tedy
h(t1, 21) < p([t1, 21], [t2, 22]) + h(t2, 22) + 0,

neboli
h(t1,z1) — h(ta, z2) < p([t1, #1], [t2, 22]) + 6.

Protoze 6 > 0 je libovolné, mame
h(t1, 21) — h(t2, z2) < p([t1, z1], [ta, 22]). (o)

Pokud prohodime roli [t1, z1] a [te, 22], dostaneme
h(ta, z2) — h(t1, 21) < p([t2, 2], [t1, 21]). (o0)

Kombinaci nerovnosti (o) a (oo) dostaneme nerovnost (x), a tedy spojitost
funkce h.

Protoze funkce h je spojitda a kladna na kompaktni mnoziné A,
nabyva na ni minima a toto minimum je kladné.

V tomto ptipadé polozme

n = min{e, $ min h(A)}.

Pokud G = R?, nic nepoéitame a rovnou polozime n = «.

Krok 4: Oznacéme

K={[t,2] eR*: t € (1, m), |z — x(t)] < n}.

Pak K je uzaviena a omezena mnozina, je tedy kompaktni.
Navic je K C G. (V ptipade, ze G = R?, je to zfejmé, v pripade,
ze GG R? to plyne z volby 1 v Kroku 3.)

Krok 5: 7 predpokladi zminénych v Kroku 1 vime, ze funkce % je

spojita na mnoziné G, tedy i na K.
Protoze K je kompaktni, je % omezena na K, tedy existuje M > 0,

" Vit, 2] € K: |2t z)| < M.
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Krok 6: Vt € (1, 72) V21,29 € R:

[t,21], [t, 20] € K = |f(t,22) — f(t,21)] < M - |20 — 2z1].

Dukaz: Méjme t € (11, 7). Uvazme funkci
p(z) = ft,2), ze€(z(t)—n=z(t)+n).
Pak ¢ je spojitd na intervalu (z(t) — n,z(t) + n) a v kazdém
vnitinim bodé mé vlastni derivaci (rovnou g—i(t, 2)).
Necht nyni z;,20 € R jsou takovd, Ze [t,21],[t,20] € K. Pak
21,22 € (x(t) —n,x(t) +n). Pokud z; = 29, pak dokazovana nerov-
nost je trividlni (plati dokonce rovnost).
Necht tedy 2; # 25. Protoze role z; a 2o jsou symetrické, mtizeme
predpokladat, ze z; < z9. Pak funkce ¢ spliuje na intervalu (zq, 25)
predpoklady Lagrangeovy véty (Véta IV.33), a tedy existuje £ €
(21, 22), 7€ @(22) — p(21) = ¢'(§)(22 — 21). Pak
[f(E,22) = f(t, 21)| = lo(22) — @(21)] = |¢'(§) (22 — 21)]

= %(t,g)(zg — 21)} < M|zg — 2.

Krok 7: Necht y je ngjaké fesenf rovnice definované na intervalu (c, d)
obsahujicim bod .
Predpokladejme, ze

Vt € (¢,d): [t,y(t)] € K.
7 toho specialné plyne, ze c > 1 >aad < 1 < .
Krok 8: Z Veéticky XVIIL.1 plyne, Ze

x(t) = x(to) —i—/t f(s,x(s))ds, te€ (a,p),
v =it + [ fs.p)ds, teea),
Krok 9: Pro kazdé t € (ty,d) plati:

y(to) — (to) + / (F(s,9(s)) — f(s,2(s))) ds

to

ly(t) —2(t)] =

VIIL3(v)

S ly(te) — x(to)| + / F(s,9(s)) — £(5,2(s))] ds

Krok 6 t
< Jy(to) — x(to)] +/t Mly(s) — z(s)|ds.
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Krok 10: Z Kroku 9 plyne, ze funkce u(t) = |y(t) —x(t)| spliiuje na in-
tervalu (to, d) predpoklady Lemmatu XVIL.11 (a = |y(ty) — z(to)|,
a= M, f=0). Z tohoto lemmatu tedy plyne, ze

V€ (to,d): y(t) — z(t)] < |y(to) — z(to)]|eM 1) < |y(to) — z(ty)]eM @10
< ‘y(to) _ .Clﬁ(to)’eM(TQ_to)-

Krok 11: Pokud Kroky 9 a 10 pouZijeme na interval (c, t), dostaneme
Vit € (e,to): [y(t) — z(t)] < |y(to) — (t)[e™ o™

Krok 12: Zvolme § € (0,7) takové, aby

M(to 77’1)

geM(—to) 7 a zdroven e <

Dokéazeme, ze pro toto ¢ plati zaveér véty:
Necht tedy y je maximdln{ feSeni rovnice splaujici |y(tg) —x(to)| <
9. Ozna¢me interval, na kterém je definovano (o, 5).
Polozme
d=inf{t € (to,8): [t,y(t)] ¢ K}.

— Mnozina na pravé strané je neprazdna (podle Véty XVIIL.10) a
zdola omezenad (ty je dolni zavora), proto d je dobte definovéno
ade (ty, ).

— Ziejme plati d < 1. (Protoze pro t € (ty,d) je [t,y(t)] € K.)

— Dale platid > to: Funkce y(t)—xz(t) je spojita a |y(to)—x(to)| < 9.
Proto existuje 8 > 0 spliujici tg + 0 < 7, ze pro kazdé
t € (tog—0,to+0) je |y(t) —z(t)| < 0.

Pak ovsem pro t € (to—0,to+0) je [t,y(t)] € K, tedy d > to+0.

— Je tedy d € (to, m2) a zaroven d < f3'.

Z Kroku 9 plyne, ze

Yt € (to,d) : |y(t)—z(t)| < |y(to)—z(to)|eM (2710 < §eM(2—to) < 7
tedy (podle véty o limité a nerovnostech, viz Véta IV.5(ii)) i
y(d) —x(d)] < 3 <7

Z toho ovsem plyne (protoze funkce y — x je spojitd), ze existuje
0 >0,z (d—0,d+0)C (¢,0)aprot e (d—0,d+0) plati
ly(t) — = (@) <n.
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Z toho dostavame d = 1»:
— Kdyby totiz d < 75, pak by pro kazdé t € (d, min{d + 0, })
platilo [t,y(t)] € K.
— Zaroven by z definice d jakozto infima plynulo, zZe musi exis-
tovat t € (d, min{d + 0, 7,}), pro které [t,z(t)] ¢ K.
To je ovsem spor.
Je tedy opravdu d = 5. Proto 5 > 1 a pro kazdé t € (to, 72) plati
(jak je spocteno vyse)

E.

IA

y(t) —2@) <3 <n

Analogicky se dokaze, ze o/ < 1y a pro t € (7, o) plati

IN

ly(t) —x(t)| <2 <n<e

A to je pTresné to, co jsme méli dokéazat.

Dikaz pro obecné n je velmi podobny:

Misto f,z,y piseme f,z,y, mdme G C R x R" = R"*%.

V Kroku 1 splnéni predpokladu Véty XVII.3 znamenad, ze f je spojité
na G a funkce

ofi

S ij=1,...,n

jsou spojité na G.

Kroky 2,3,4 jsou zcela stejné.

V Kroku 5 dostaneme, ze existuje M > 0, ze

V[t,z] € KVi,j €{1,...,n}:

Ox;

e z)‘ < M.
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V Kroku 6 dokdzeme nerovnosti
Vi € {1, R ,n} vVt € <T1,T2> Vzl,zg e R™:
[t’zl]v [tsz] €K = |fi(taz2) - fi(t7z1)| < \/ﬁM ||Z2 - Z1||.

Postupujeme takto:

Zvolme libovolné i € {1,...,n} at € (1, 7).

Definujme funkci

Qpi(z) = fi<t7 z)?

t € B(x(t),2n).

Diky volbé n v Kroku 3 je ¢; dobte definovana, diky predpokladum

zminénym v Kroku

1 je ¢; tifdy C* na B(x(t),2n).

Necht nyni 2!, 22 € R" jsou takové, ze [t, 2], [t, 2*] € K.
Pak 2!, 2% € B(x(t),n) C B(x(t),2n), a tedy podle Véty V.20 existuje

s € (0,1), ze

pi(2*) — ¢

Oznacme

Pak 2% € B(x(t),n)

K.
Mame tedy

\fi(t,2%) = filt, 2")|

(2h) = Z %(3z2 +(1—9)2") (2] — 2
=1

).

20 =52+ (1-s)z".

(protoze toto je konvexn{ mnozina), a tedy [t, 2°] €

= |pi(2") = ¢'(2")| = |D_ 52 (s2” + (1 = 8)2")(] — 2))
j=1
= D220 (22 — 2| = | D0 2 (1, 2%) (52 - 2)
j=1 j=1
L1 n 2 n
ofi

< X (BEw=) - | @ -y

j=1 j=1

=|z2—z!||

n
S| = 2 = Vi M- 22— 2
j=1
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Kroky 7 a 8 jsou opét stejné.
V Kroku 9 pocitame:
Pro kazdé t € (ty,d) plati:

ly(t) —z(?)]

' (to) — @(to) + / (Flsy(s)) — F (s, 2(s))) ds

V.1(iv)
< ly(to) — (k)| +

[ (F(s,9(s)) — F(s,2(s))) ds

Druhy séitanec odhadujeme:

/t (F(s.9(s) — F(s2(s)

J ( / s, w(s fi<s,w<s>>>ds)2
e JZ(/ o (s)) — (s, (s >>rds)2

g J 2 ( / Vi M- Jly(s) - 2(s))] ds)2

_ \/5/ Vi M- |y(s) — z(s))] ds

- / 0 M - y(s) — a(s)] ds.

Tedy
vt € (to,d): [[y(t)—a(t)] < ||y(t0)—m(t0)||+/t n-M-|ly(s)—z(s))| ds.

V Kroku 10 si viimneme, ze z Kroku 9 plyne, ze funkce u(t) = ||y(t)—x(t)|]
spliuje na intervalu (¢, d) predpoklady Lemmatu XVIIL.11 (a = ||y(to)—x(to)]|,
a=n-M, [ =0).Z tohoto lemmatu tedy plyne, ze

vt € {t0,d): Jy(t) — 2(O)] < lly(to) — (to) [ < fly(t) — a(to) e 4
< lly(to) — @ (o)1),
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V Kroku 11 si vSimneme, ze pouzitim Kroku 9 a 10 na interval (c, ¢o)
dostaneme

Vt € (e to): ly(t) — x(t)]| < ||ly(to) — (to)|e™M o),

V Kroku 12 zvolime 6 € (0,7) takové, aby
senM(m—to) < 2 a zaroven SenMlto=m) < a

a dale postupujeme jiz zcela stejné az do konce dukazu.
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