Komentar k oddilu XVI.2: Tvar fundamentalniho systému, rovnice
se specialni pravou stranou

O vyznamu tohoto oddilu:

e V oddilu XVI.1 jsme si vysvétlili a dokazali, jaky je tvar mnoziny reseni
linearni rovnice s konstantnimi koeficienty.

Pouzili jsme k tomu jednak abstraktni véty o linearnich zobrazenich —
z Vét IX.5 a IX.6 jsme dokazali Véticku XVI.2.

pii jejimz dukazu jsme pouzili Vétu XVI.1.
Ale tiebaze jiz leccos vime o strukture mnoziny feseni, zatim nam véty
z oddilu XVI.1 nedavaji metodu feseni konkrétnich rovnic.

To je obsahem tohoto (a nasledujictho) oddilu.

e 7 Véticky XVI.2 vime, ze dulezitou soucasti hledani feseni je vyreseni
homogenni rovnice. Vime, ze mnozina feseni homogenni rovnice je vek-
torovy podprostor (podle Véticky XVI.2(i)), jehoz dimenze je rovna n
(tj. fadu rovnice) — to plyne z Véty XVI.3.

Tedy, abychom popsali mnozinu vSech feSeni homogenni rovnice, je
vhodné najit bazi prostoru feseni (tj. fundamentélni systém). Pak reseni
homogenni rovnice budou prave linearni kombinace prvku fundamentalniho
systému.

Jak najit fundamentalni systém, nam iika Véta XVI.4.
e Druhou ¢ésti feSeni je nalezeni jednoho partikularniho feseni nehomo-
genni rovnice (viz Véticka XVI.2(ii)).

Jak takové jedno fTeSeni nalézt, pokud je prava strana ve specialnim
tvaru, iika Véta XVIL.5.

Piipadem, kdy prava strana je obecna spojita funkce, se budeme zabyvat
v oddilu XVI.3.

K Véte XVI.4:

e Tato véta poskytuje popis (jednoho mozného) fundamentalniho systému
homogenni rovnice. Lze ji chapat jako analogii Véty XII.4 o tvaru fun-
damentalniho systému pro diferenéni rovnice. Dukaz i vyznam je po-
dobny.



e Podrobny dukaz této véty provadét nebudeme. Podobné jako u Véty
XI1.4 sestava ze tii casti:

— VsSechny funkce uvedené v tabulce jsou feseni homogenni rovnice.
Toto naznacime, pro¢ plati.

— Funkce uvedené v tabulce jsou linedarné nezavislé.

To 1ze dokéazat zjemnénim postupu feseni Cviceni 7 z doplnujicich
cviceni k oddilu IX.1.

— Funkci v tabulce je pravée n.

Z téchto tii kroku pak plyne, ze funkce uvedené v tabulce tvoii bazi
prostoru feseni, s vyuzitim Véticky IX.4.

e Dulezitou roli zde hraje charakteristicky polynom rovnice. Mame-li rov-
nici
Y+ @y Y+ any +agy =0,
pak charakteristicky polynom je polynom tvaru
XOA) = N+ ap A4 ag ) ag.
M4 tedy stupen n (coz se rovna fadu rovnice).
e Necht L : C"(R) — C(R) je linedrni zobrazeni definované v oddilu
XV, tj.
L(y) =y +any" U+ +ay +ay, yeC'(R),

Vztah k charakteristickému polynomu ilustruje nasledujici vypocet.
Zvolme néjaké X € R a uvazme funkci y(t) = e, t € R. Pak plat{

Y () = Ay () = N2,y (1) = Ane
prot € R.
Tedy, dosadime-li funkci y do L, dostaneme
L(y)(t) = N"eM + ap_ A" e + -+ agde™ + age
= (A" + ap A" @)+ ag)e = x(N)e.

x(A)

Je-li A kotenem charakteristického polynomu (tj. x(\) = 0), je funkce
y(t) = e fesenfm homogenni rovnice.
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e Nyni se podivejme na funkci y(t) = te*. Pak plat{
Y (1) = M te " (1) = 20+ X2,y (1) = nAn e e
pro t € R. Po dosazeni do L dostaneme

L(y)(t) = nA" e + Xte + a,_1(n — DA 2eM 4 a, N e
+ o areM 4 ap MteM + agte
=\ a, N bag)e
X' (A)
+ (A" @ A ag X+ ag)te

x(A\)

= X)X + x(M)te.

Tedy, pokud A je kofen charakteristického polynomu nésobnosti 2, pak
x(A) = X'(\) = 0, a proto funkce y(t) = te je Fesenim homogenni
rovnice.

Je-li A € R koten charakteristického polynomu nasobnosti s, pak funkce
M teM, M

jsou TeSenim homogenni rovnice.

7 toho plyne, ze funkce v prvni ¢asti tabulky — odpovidajici redlnym
korenum charakteristického polynomu — jsou opravdu feseni homogenni
rovnice.

e Nyni se podivejme na imaginarni koreny charakteristického polynomu.
Pokud o + pi je kotenem, je také o — (37 koTenem, a to se stejnou
nésobnosti (viz Véta VIIL.19).

Jeden zpusob, jak vysvétlit, ze funkce v druhé ¢asti tabulky jsou také

feSenim homogenni rovnice, je oklikou pfes feseni v komplexnim oboru
(podobné jako u Véty XI1.4).

Pro komplexni funkce realné proménné definujeme derivace zcela stejné
jako pro redlné funkce — pak vyjde, Ze derivaci poéitdme tak, ze zvlast
derivujeme redlnou ¢ast a zvlast imagindrni ¢ést.



Uvazme nyni funkci
y(t) = e @PIt — e (cos Bt +isin Bt), t € R.
Pak
Y (t) = ae™(cos Bt + isin ft) + e*(—Bsin Bt + i cos t)
= (a + Bi)e™(cos Bt + isin ft) = (o 4 Bi)el TP,

Proto, podobné jako v redlném ptipadé lze spocitat, ze

L(e(a—i-ﬁi)t) _ X(Oé+ﬁi)€(a+'8i)t a L(te(a+ﬂz’)t) _ X’(OH—BZ')e(a—Hﬁ)t+X(a+ﬁi)t€(a+ﬁi)t.

Déle lze podobné (pomoci komplikovanéjsich vypoctu) dokazat:
Je-li a+ i koren charakteristického polynomu nésobnosti u, pak funkce
6(a+ﬂi)t7 te(oz-i—ﬁi)t’ o ’tu—le(a—l—ﬁi)t
jsou fesenim homogenni rovnice v komplexnim oboru. Protoze o — (57
je také koren nasobnosti u, jsou i funkce
el Bt pola=pit — yu=1g(a=pi)t

feSenim homogenni rovnice v komplexnim oboru.

Protoze

1 ) . 1 . .
the™ cos Bt = 3 (tke(‘”m)t + tke(o‘_m)t) a the™ sin Bt = % (tke(“m)t — tke(o‘_ﬁz)t) ,
i

dostaneme, ze (realné) funkce
e cos it te® cos ft, ..., t" e cos Bt,
e sin Bt, te® sin ft, . .., t“ e sin St
jsou také fesenim homogenni rovnice.
V predchozich bodech jsme naznacili, pro¢ jsou vSechny funkce v ta-
bulce fesenim homogenni rovnice.

Tedy realnému kotenu nasobnosti s prislusi v tabulce s funkei a dvojici
komplexné sdruzenych korenu nasobnosti u v tabulce prislusi 2u funkei.

Protoze vsech kotent, pokud je pocitdme véetné ndsobnosti, je n (viz
Véta VIIL.18 a nésledujici pozndmka), méme v tabulce pravé n funke.

Pokud vime, Ze jsou linedrné nezavislé (coz dokazovat nebudeme), vime,
ze tvoiil bazi prostoru feseni (diky Véte XVI.3 a Véticce [X.4).
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K Véte XVI.5:

e Tato véta poskytuje metodu nalezeni partikularniho teseni nehomo-
genni rovnice v piipadé, ze pravé strana je ve specidlnim tvaru (ve
tvaru pfipominajicim feseni homogenni rovnice).

Tuto vétu lze chapat jako analogii Véty XII.5 pro diferen¢ni rovnice.
Jeji zpusob pouziti i dikaz je podobny.

Dukaz ovsem provadét nebudeme, vysvétlime si ovSem, co véta 1ika a
jak ji pouzivat.

e Predpokladejme, ze ¢islo o + 7 neni korenem charakteristického poly-
nomu.

Déle predpokladejme, ze R, S jsou dva polynomy s realnymi koeficienty.
Pak

L (e®(R(t) cos Bt + S(t) sin ft)) = e (P(t) cos Bt + Q(t) sin Bt),
kde P, jsou opét polynomy s redlnymi koeficienty (jiné nez R a S,
ale ne vysstho stupné nez je vyssi ze stupnu R a 5).

Tento postieh tika, jak aplikovat Vétu XVI.5: Pokud je pravé strana
ve tvaru

e®(P(t) cos Bt + Q(t) sin Bt),
pak najdeme jedno feSeni ve tvaru

e (R(t) cos Bt + S(t) sin Bt)

Prakticky to provedeme takto: To, co je potieba urcit, je tvar polynomu
R a S. Napiseme tedy polynomy R a S v obecném tvaru — s neznamymi
koeficienty, stupen obou je nevyse roven vétsimu ze stupnu polynomu
P a Q. Tento obecny tvar dosadime do rovnice (tj. do zobrazeni L)
a urcime koeficienty tak, aby vysla prava strana. (To bude vyzadovat
feseni jisté soustavy linedrnich rovnic.)

e V piipadé, ze prava strana je ve tvaru
e (P(t) cos Bt + Q(t) sin Bt)

jako vyse, pricemz ¢islo a+ i je korenem charakteristického polynomu,
a to s nasobnosti m, postupujeme velmi podobné, jen feSeni hledame
ve tvaru

t"e™ (R(t) cos Bt + S(t) sin 5t).
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e [ v pripadé, ze jeden z polynomu P, ) je nulovy, mohou byt oba poly-
nomy R, .S nenulové.

e V piipadé, ze B = 0, je situace jednodussi:

Pokud ma v tomto ptipadé prava strana tvar
e P(t),
pak hledame Teseni ve tvaru
e R(t),
pokud « neni kofenem charakteristického polynomu, resp.
t"e™ R(t),

pokud « je kofenem charakteristického polynomu s nasobnosti m.



