Komentar ke kapitole XV: Linearni diferencialni rovnice prvniho
radu

Obecné poznamky k tomuto typu rovnic:

e Jde o rovnice tvaru
Y +p(@)y = ql@),
kde p a ¢ jsou predem zadané funkce spojité na daném intervalu (a, b).
e Ze jde o rovnice prvniho fadu je zFejmé — vyskytuje se v nich prvni de-
rivace neznamé funkce y a derivace vyssich radu se v nich nevyskytuje.

Ze jde o rovnice linearni, znamena, ze levou stranu lze interpretovat
jako hodnotu jistého linedrniho zobrazeni.

Konkrétné zobrazeni L : C'((a,b)) — C((a, b)) definované predpisem

L(y)(z) = () + p(x)y(z), € (a,b),y € C'((a,D)),
je linearni.
Poznamenejme, Ze kazdé feSeni rovnice je automaticky tiidy C' na
intervalu (a, b):
Necht y je n&jaké feSeni rovnice. Pifmo z definice feSeni plyne, Ze y
ma v kazdém bodé x € (a,b) vlastni derivaci, je tedy spojité na (a,b).
Navic plati
Y (z) = q(x) —plx)y(z), = € (a,b),

pficemz pravé strana je spojita na (a,b). Tedy i leva strana je spojita
na (a,b), neboli y € C'((a,b)).

e To, Ze jde o linearni rovnici, umoznuje mnozinu feseni popsat pomoci
Veéty IX.6 — pomoci feseni homogenni rovnice (tj. nalezeni jadra zobra-
zeni L) a nalezeni jednoho (partikuldrniho feseni nehomogenni rovnice).

Homogenni rovnice a jeji feSeni:

e Homogenni rovnici je rovnice s nulovou pravou stranou, tedy rovnice
tvaru

y +p(x)y =0.
Mnozina feseni homogenni rovnice je tedy jadro vyse definovaného zob-
razeni L, specialné je to podprostor prostoru C*((a,b)).
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e Jedna z moznosti, jak fesit homogenni rovnici, je pomoci metody feseni
rovnic se separovanymi proménnymi, protoze ji lze prepsat ve tvaru

Vytesme ji tedy:

Krok 1:
Krok 2:
Krok 3:

Krok 4:

Krok 5:

Funkce p je spojitd na (a,b), na tomto intervalu hleddme feseni.
Stacionarni feseni je y = 0 na (a, b).

Mame ¢g(y) = y, tedy maximdlni intervaly, kde je tato funkce
nenulovéd, jsou (—o0,0) a (0, 4+00).

Regeni s hodnotami v (—oo,0) nebo v (0, 4+-00) splituji

/

Y

Z = —p(z),

tedy
deeR:loglyl = —P(x) +c,

kde P je primitivni funkce k funkei p na (a,b). (Existuje diky
predpokladu spojitosti p.)

Funkce y +— log|y| zobrazuje interval (—oo,0) i interval (0, 4+00)
na R. Proto feseni budou definovéna na celém intervalu (a,b).

Resen{ pak spliiuje
\y(x)\ _ efP(a:)Jrc — €. efP(x).
Oznacime-li k = e, je k libovolna kladna konstanta a plati

ly(2)] = ke 7.

Nyni rozlisime piipady, kdy y > 0 (feseni s hodnotami v (0, 4+00))
nebo y < 0 (feseni s hodnotami v (—o0,0)).
V prvnim piipadé dostaneme

y(z) = ke "™z € (a,b),

ve druhém
y(z) = —ke @z € (a,b).
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Zaver: Vezmeme-li v uvahu vysledek patého kroku a také stacionérni
feSeni, jsou vSechna TeSeni tvaru

y(x) = ke @z € (a,b),

kde k € R.

(Pro k = 0 to zahrnuje staciondrni feseni, pro k& > 0 TeSeni s
hodnotami v (0, +00), pro k < 0 feseni s hodnotami v (—o0,0).)
Tedy vidime, ze mnozina vSech Teseni je tvofena pravé vsemi
nasobky funkce e="@ . Je to tedy vektorovy podprostor dimenze
1 — béze je jednoprvkova, napifklad tvofena funkei e F(®).

Hledani partikularniho feseni nehomogenni rovnice metodou vari-
ace konstanty

e Vyse jsme ukazali, ze mnozina feSeni homogenni rovnice ma tvar
{k’ *Yp: k e R},
kde y, je néjaké nenulové feseni homogenni rovnice (napiiklad yp(z) =
e~ P specidlné y, nenabyva hodnoty 0).

e Jedna z metod, jak najit feSeni nehomogenni rovnice je hledat ho ve
tvaru c(x)yn(x), kde ¢ je vhodna funkce. (Tato metoda se nazyva me-
toda variace konstanty.)

Provede se tak, ze tento tvar dosadime do rovnice (tedy vlastné do
zobrazeni L):

L{cyn)(x) = (cyn)'(z) + p(x)c(z)yn(r)
(

:L(y}L)(I>:0
Kromé definic a béznych pravidel pro derivovani jsme pouzili, ze y;, je
fesenim homogenni rovnice, a tedy L(y) = 0.

Hleddme-li feseni nehomogenni rovnice, hleddme funkci ¢, aby L(cy,) =
¢, neboli

c(@)yn(z) = q(z),
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tj.

d@y:“@.
yn(z)
Pripomenme, zZe y;, nenabyva nuly, tedy podil na pravé strané je funkce
spojitd na (a, b). Nyni staci za ¢ vzit néjakou primitivni funkei k funkei
na pravé strané a feseni je hotovo.

e Shrnuti: Vyse jsme ukézali, jak najit vSechna feseni homogenni rovnice.
Jsou tvaru

k- Yn, ke R7
kde yp, je jedno z feSeni, které nenabyva hodnoty 0.

Déle jsme ukazali, Ze feSenim nehomogenni rovnice je napiiklad funkce

kde ¢ je primitivn{ funkce k funkce ;- na (a, b).

Z obecné Véty IX.6 pak plyne, ze mnozina vSech feSeni nehomogenni
rovnice je

{yp+k-yn: k€ R}.
Metoda integracniho faktoru:

e Vyse uvedend metoda feSeni dava dobrou predstavu o struktuie mnoziny
feSeni a vyuziva linearitu rovnice.

Nicméné existuje rychlejsi metoda, ktera piimo vede k nalezeni vSech
feSeni. Rika se ji metoda integracniho faktoru. Nyni ji popiSeme a
vysvétlime.

e Pripomenme, ze mame rovnici

y' +p(2)y = q(z).
Funkce p je spojitd na intervalu (a, b), tedy mé na intervalu (a,b) pri-
mitivni funkei.

Necht P je néjakd primitivni funkce. (Je uréena jednoznaéné az na
konstantu, prosté jednu zvolime.)



Rovnici pak vyndsobime integraénim faktorem e”®). Tato funkce je

kladnd, proto vynasobeni je ekvivalentni tiprava. Rovnice ziska tvar
"y 1 P p(a)y = "W g(a).

Nyni si vSimneme, ze levou stranu lze vyjadrit jako derivaci soucinu
(P'(z) = p(2), tedy (") = e"@p(x)):

(e"@y) = eP@g(x).

Funkce na pravé strané je nyni spojitd na intervalu (a,b), mé tedy
primitivn{ funkci. Necht @ je néjaka primitivni funkce k funkeci na pravé
strané (opét jednu zvolime).

Protoze leva strana se rovna pravé, funkce e’y je primitivni funkce k
levé strané a () je primitivni funkce k pravé strané, lisi se tyto dveé
primitivni funkce jen o konstantu.

Tedy
Je € RVz € (a,b): " @y(z) = Q(z) +

po upraveé

y(2) = Q(x)e™F@ 4 ce @ 2 € (a,b),c € R.

To je tvar vSech Teseni. Pti pozornéjsim pohledu vidime, ze je podobny
tvaru ziskanému prvni metodou:
y@)= Q@)e"? + PO

v ; ; .
partikulérm’ feseni resemni homogenm rovnice

Existence a jednoznacnost teSeni:

e 7 uvedenych metod feseni vyplyva, ze pro linearni rovnice prvniho fadu
plati existence a jednoznacnost feseni.
Ptesnéji:
Pro kazdé xo € (a,b) a kazZdé yo € R existuje prdavé jedno maximdlni

resent, které splnuje y(xo) = yo. Navic je definovdno na celém intervalu

(a,b).



e Vysvétleme to a odvodme vzorec pro takové feseni.

Vyjdeme z metody integrac¢niho faktoru a zvolme konkrétni primitivni
funkce tak, aby v bodé xy mély hodnotu 0.

Pak je
mmz/p
zo

mw=/2mwwﬁ:/2&%wﬁ

Tedy vSechna feseni pak maji tvar

y(gg):@f;op-/ eP(t)q(t)dt—i—c-e*fjop, x € (a,b),c € R.

0

Pokud za z dosadime x(, dostaneme

Y P T S
y(xo) =€ e g(t)dt+c-e c.

T
0 =eV=1

=0
Proto, chceme-li, aby platilo y(z¢) = o, je jedind moznost, a to
y(z) = e Jao?. / ePOq(t) dt +yo - e Pz (a,b).
o
To dava explicitni vzorec pro feseni splnuji danou poc¢atecni podminku.

e To, ze mame explicitni vzorec pro feseni, je uzitecné zejména z teore-
tického hlediska. Pro praktické poc¢itani se hodi spise vyse vysvétlené
metody.



