Doplinujici cviceni ke Kapitole XII
Doporucuji vsem si rozmyslet ulohy 1-6 a 9. Ulohy 7 a 10 by mély byt
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Uvazme homogenni diferen¢ni rovnici
y(n+k) +piyin+k—1)+---+pey(n) =0.
Necht y je jeji charakteristicky polynom. DokaZte nésledujici tvrzeni:

1. Pro kazdé teseni {y(n)} této rovnice plati lim y(n) = 0, praveé kdyz
n—o0

pro kazdy kofen A charakteristického polynomu (redlny ¢i komplexni)
plati [A| < 1.

2. Pro kazdé teseni {y(n)} této rovnice existuje vlastni limita lim y(n),
n—oo

pravé kdyz pro kazdy kofen A charakteristického polynomu (redlny ¢i
komplexnf) plat{ bud’ |A\| < 1 nebo A = 1, pficemz, je-li 1 kofenem, m4
nasobnost 1.

3. Kazdé teseni {y(n)} této rovnice je omezend posloupnost, pravé kdyz
pro kazdy kofen A charakteristického polynomu (redlny ¢i komplexni)
plati [A\| <1 a kazdy kofen s absolutni hodnotou 1 ma nésobnost 1.

4. Pokud existuje aspon jeden kofen A charakteristického polynomu spliujici
|A| < 1, pak existuje nenulové teseni {y(n)}, které ma limitu 0.

5. Pokud existuje aspon jeden kofen A charakteristického polynomu splnujici
|A| <1, pak existuje nenulové feseni {y(n)}, které je omezené.

Navod: Pouzijte vétu o tvaru fundamentdlniho systému a skutecnost, Ze
reseni homogenni rovnice jsou prdveé linedrni kombinace proku fundamentdlniho
systému.



Obtiznéjsi ilohy:
6. Predpokladejme, ze vSechny kotfeny charakteristického polynomu jsou

redlné a splnuji |A\| > 1. Ukazte, Ze jediné feSeni rovnice, které ma
limitu 0, je konstantni nulova posloupnost.

Navod: Necht M\, o, ..., \; jsou vsechny koveny charakteristického poly-
nomu s ndsobnostmi ri,...,ry. Pak vime, Ze vsechna teseni rovnice jsou
linedarni kombinace posloupnosti

(WA}, 0<j<r—1li=1,...k

Vezméme tedy néjakou takovou linedrni kombinaci {y(n)}, jejiz limita (jako
posloupnosti) je nula. Pokud je to trividini linedrni kombinace, mame kon-
stantni nulovou posloupnost, takZe jsme hotovi. Predpokldadejme, Ze je linedrni
kombinace netrividalni. To znamend, Ze nékteré koeficienty jsou nenulové.
Vezméme i takové, Ze koeficient u {n?A\'}°° | je pro néjaké j nenulovy
a pritom |N\;| je nejvétsi moznd. Ddle vezméme nejuétsi mozné j, aby koe-
ficient byl nenulovy. Pak li}Ln y()

nI x|

= 0. Pritom tato limita je rovna koefi-

entu u {n? NP} (v pripadé, Ze \; > 0 a —); bud neni koren charakteris-
tického polynomu nebo je koeficient u {n?(—X\;)"}°2, nulovy) nebo neexistuje
(v ostatnich pripadech). To je spor. (Viz téz Cvicend 8 k oddilu IX.1 a ndvod
k resent.)

7. Predpokladejme, Ze vSechny kofeny charakteristického polynomu, ktera
jsou bud’ redlné nebo maji kladnou imagindrni ¢dst, jsou Ai,..., \; a
splinuji

1< ’)\1’ < ‘)\2‘ < < |)\k|
Ukazte, ze jediné feSeni rovnice, které ma limitu 0, je konstantni nulova
posloupnost.

Néavod: Pokud \; je redlné, mdame prvky fundamentdlniho systému {n*)\}},
0 < s <r;—1 (kde r; je ndsobnost korenu \;). Pokud je \; imagindrni,
pak \; = |\;|(cosv; +isinv;) pro néjaké v; € (0,7), prislusné prvku funda-
mentdlniho systému jsou pak {n°|\;|" cosny;} a {n°|\;|"sinny;}, 0 < s <
r; — 1. Ddle postupujte podobné jako v tloze 6, pricemz pouZije fakt, Ze pro
v e (0,7) aa,beR, pricemzZ aspon jedno z ¢isel a,b je nenulové, limita

lim acosnv + bsin nv
n—o0

neexistuje.



8. Ptedpokladejme, ze vSechny koteny charakteristického polynomu spliuji
|A| > 1. Ukazte, ze jediné feseni rovnice, které mé limitu 0, je konstantni
nulové posloupnost.

Navod: Postupujte podobné jako v ulohdach 6 a 7. Je treba pouZit tvar fun-
damentdlniho systému a to, Ze pro vy, ...,v € (0,m) ruznd plati

lim ¢+ d- (—=1)" + aj cosnvy + by sinnyy + - -+ + ag cos nyy, + by sinnyy, = 0
n—oo

pouze v pripade, Ze

9. Predpokladejme, ze vSechny koteny charakteristického polynomu jsou
redlné a splnuji |A| > 1. Ukazte, ze jediné feSeni rovnice, které je ome-
zené, je konstantni nulova posloupnost.

Navod: Postupujte stejné jako v iloze 6. Prislusna limita je opét 0 — ome-
zend posloupnost délend posloupnosti s limitou +oo.

10. Predpokladejme, ze vSechny kofeny charakteristického polynomu, ktera
jsou bud redlné nebo maji kladnou imagindrni ¢ast, jsou Ai,..., \y a
splnuji

L < || < |Ag| <0 <Al
Ukazte, Ze jediné feseni rovnice, které je omezené, je konstantni nulova
posloupnost.

Navod: Postupujte stejné jako v wloze 7.
11. Predpokladejme, ze vSechny koteny charakteristického polynomu spliuji
|A| > 1. Ukazte, zZe jediné Feseni rovnice, které je omezené, je konstantni

nulova posloupnost.

Navod: Postupujte stejneé jako v uloze 8.



