XVII.2 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Uvazujme soustavu

3:‘/1 (t) = all(t)xl(t) + alz(t)l‘g (t) +..., —I-aln(t)wn (t) + b1 (t),

33/2 (t) = as1 (t)xl (t) + ao9o (t):vg (t) +...,+aon (t)xn (t) + by (t),
(4)

) (t) = an1()z1(t) + an2(t)z2(t) + . .., Fann(t)xn(t) + bn(t),

kde funkce a;5, 7,5 € {1,...,n} a b;, 7 € {1,...,n} jsou spojité na
zadaném intervalu (a, 8). Takovouto soustavu nazyvame soustavou linearnich
diferencialnich rovnic prvniho fadu.

Pokud oznac¢ime

mizeme soustavu (4) zapsat ve vektorovém tvaru
(5) x'(t) = A(t)x(t) + b(1).

Pak A je maticova funkce (tj. A : (o, 8) — M(n x n)) a b je vektorova
funkce b : (o, 8) = R" = M(n x 1).

Je-li funkce b nulova, mluvime o homogenni soustavé.
Poznamka. Zobrazeni L : C1((a,8),R") — C((ca, 3),R™) definované
predpisem

L(z)(t) = 2'(t) - A()z(t),  t€ (o, B),x € C((a, B),R"),

je linedrni zobrazeni vektorového prostoru C((a, 8), R™) do vektorového
prostoru C'((a, 8), R™).

Véta 4. Méjme soustavu (4). Pro kazdé tg € (o, 3) a kazdé =° € R™
existuje pravé jedno maximalni FeSeni x soustavy (4) spliujici pocatec¢ni
podminku x(tg) = x°. Toto Feseni je navic definované na celém intervalu

(@, B)-



Véticka 5.
(i) Maximalni feSeni homogenni soustavy tvori vektorovy podprostor pros-
toru C*((a, B), R™).
(ii) Necht xP je néjaké feSeni soustavy (4). Pak kazdé jeji feSeni ma tvar
x = xP + x", kde " je néjaké reseni homogenni soustavy.
Véta 6. Dimenze vektorového prostoru maximalnich reseni homogenni
soustavy je rovna n.

Bazi prostoru reseni homogenni soustavy nazyvame fundamentalni sys-
tém FeSeni. Nechf funkce x!,...,x" tvoii fundamentalni systém feSeni
homogenni soustavy. Pak maticovou funkci

®(t) = (z'(t),...,z"(t)), te(a,p),

nazyvame fundamentalni matici soustavy.

Véta 7. Necht ® je fundamentalni matice soustavy (4).
(i) Vektorova funkce x je feSenim homogenni soustavy, praveé kdyz existuje
vektor ¢ € R"™ = M(n x 1) takovy, ze

x(t) = ®(t) - c, t € (a, B).

(ii) Pro kazdé t € («, B) je matice ®(t) regularni.

Véta 8 (variace konstant). Necht ® je fundamentalni matice soustavy
(4). Pak maximalni feSeni soustavy (4) spliiujici po¢atecni podminku
x(ty) = z° je ddno vzorcem

w(t):<b(t)<l>(to)_1m0+<b(t)/ B(s)"b(s)ds,  t€ (a ).
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