
XVII.4 Vlastnosti maximálńıch řešeńı

Uvažujme soustavu

(2) x′(t) = f(t,x(t)),

kde máme x(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)],
x′(t) = [x′

1(t), x
′

2(t), . . . , x
′

n
(t)] a dále f = [f1, f2, . . . , fn].

Věta 10 (o opouštěńı kompaktu). Necht’ G ⊂ R×Rn je otevřená,

K ⊂ G je kompaktńı, f je spojitá na G, x je maximálńı řešeńı
rovnice (2) definované na intervalu (α, β), t0 ∈ (α, β) a [t0,x(t0)] ∈
K. Pak existuj́ı τ1 ∈ (α, t0) a τ2 ∈ (t0, β) taková, že [τi,x(τi)] /∈ K,
i = 1, 2.

Lemma 11 (Gronwallovo lemma). Necht’ funkce u je spojitá a
nezáporná na intervalu 〈t0, t1), t0 ∈ R, t1 ∈ R

∗. Necht’ existuj́ı č́ısla
a ≥ 0, α > 0, β ≥ 0 taková, že

u(t) ≤ a+

∫

t

t0

(αu(s) + β) ds, t ∈ 〈t0, t1).

Pak

u(t) ≤

(

a+
β

α

)

eα(t−t0), t ∈ 〈t0, t1).

Věta 12 (o rovnićıch s lineárńım r̊ustem). Necht’ G = (a, b)×Rn,

f je spojitá na G a existuj́ı funkce α, β spojité na (a, b) takové, že
pro každé [t,x] ∈ G plat́ı

‖f(t,x)‖ ≤ α(t)‖x‖ + β(t).

Pak každé maximálńı řešeńı rovnice (2) je definováno na celém in-
tervalu (a, b).

Věta 13 (o spojité závislosti na počátečńıch podmı́nkách). Necht’
G ⊂ R×Rn je otevřená a f splňuje podmı́nku (3) z Věty 3. Necht’
x je maximálńı řešeńı soustavy (2) definované na intervalu (α, β).
Nechť t0 ∈ (α, β). Pak pro každou trojici čísel τ1 ∈ (α, t0) τ2 ∈
(t0, β) a ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé maximálńı řešeńı
y splňující ‖y(t0)− x(t0)‖ < δ, plat́ı:

• y je definováno v každém bodě intervalu 〈τ1, τ2〉,
• ∀t ∈ 〈τ1, τ2〉 : ‖x(t)− y(t)‖ < ε.


