Ukazky mozZznych ¢tveric tvrzeni v otazce 3 ustni zkousky

1. Které implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi plati? Své zavéry zdivodnéte a alespon
pro dvé implikace podrobné dokazte. (f je funkce definovana na R.)

(1) f je spojita na (0, 1);

(2) fL, f_ jsou spojité na (0, 1);

(3) mnozina f((0,1)) je omezena.

(4) f nabyva na (0, 1) svého minima i maxima.

Vysledek: Plati 2 = 1 = 4 = 3. Obracené implikace neplati.

Zdtvodnéni: 2 = 1: Jsou-li fi, f' spojité, jsou vlastni, a tedy f je spojita v kazdém
bodé (0,1), a tedy i na (0, 1).

1 # 2: Funkee f(z) = |z — 3| spliiuje 1 ale ne 2.

1 = 4: Plyne z véty o nabyvani extrému pro spojitou funkci na uzavieném intervalu.

4 # 1: Funkce f(x) = sgnx spliuje 4, ale ne 1.

4 = 3: Toto je zfejmé — maximum funkce f na (0,1) je horni zdvorou mnozZiny
f£({0,1)), minimum funkce f na (0, 1) je dolni zavorou mnoziny f((0,1)).

z <l .
3 # 4: Funkce f(z) = { spliuje 3, ale ne 4.
0 z>1

Podrobny dikaz spociva v dikazu pouzitych vét ¢i podrobném vysvétleni protipii-
kladu.

2. Které implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi plati? Své zavéry zduvodnéte a alespon
pro dvé implikace podrobné dokazte. ({a,} je posloupnost redlnych ¢isel.)

1) {a,} je konvergentni.
2) Existuje vybrand posloupnost z {a, }, kterd je konvergentni.
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3) {a,} ma limitu.
4) {a,} je omezena.
1 =4=2
Vysledek: Plati implikace |} a jiné ne.
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1 = 4 plyne z véty o omezenosti konvergentni posloupnosti.

4 = 2 plyne z Bolzano-Weierstrassovy véty.

1 = 3 plyne z definic pouzitych pojmi.

2 # 4: Posloupnost {a,}, kde as, = 0 a az,_1 = n spliiuje 2, ale ne 4.

4 # 3: Posloupnost {(—1)"} spliiuje 4, ale ne 3.

3 # 2: Posloupnost {n} spliuje 3, ale ne 2.

Podrobny dikaz spoc¢iva v dukazu pouzitych vét ¢i podrobném vysvétleni protipii-
kladu.

Poznamka. V uvedenych ptikladech nejsou vyjmenovany vSechny implikace. Nicméné o
platnosti ostatnich lze rozhodnout na zakladé uvedenych implikaci. Naptiklad v prvnim
prikladu plati i implikace 2 = 4, jejiz platnost plyne z platnosti 2 = 1 a 1 = 4. Stejné
tak v druhém prikladu neplati tfeba implikace 3 = 1. Kdyby totiz platila, pak by diky
platnosti 1 = 4 a 4 = 2 platila i implikace 3 = 2, o niz jsme ukézali, zZe neplati.



