Komentaf k oddilu IX.3 — skalarni souc¢in a norma

O vyznamu toho oddilu: Jde hlavné o zavedeni a vysvétleni ¢asto pouzivaného
znaceni. Véty tohoto oddilu jsou bud jednoduché, nebo uz je zndme jen v
trochu jiném znaceni.

K definici skalarniho souc¢inu, normy a kolmosti:

e Skaldarni soucin dvou vektoru v R™ je definovan vzorcem

<Z,yY>= szyz =X1Y1 + TaYo + - - + TpYn.
i=1

Dva vektory jsou kolmé, pokud jejich skalarni soucin je roven nule.

Toto zde chapeme jako definici kolmosti, je to ovSsem v souladu s ge-
ometrickym vyznamem kolmosti v rovinné geometrii. Svédéi o tom
nasledujici obrazek a jeho interpretace:

Jsou-li vektory [a, b] a [c, d] kolmé, tj. Gsecky spojujici pocatek s prislusnymi
body jsou kolmé, pak vyznacené tthly o maji stejnou velikost, a tedy
trojihelnik s vrcholy [0, 0], [a, 0], [a, b] je podobny trojihelniku s vrcholy
0,0], [0, d], [c,d]. Proto dostaneme, ze poméry délek odpovidajicich stran

se rovnaji, tj.

a b

d —c’
neboli ac + bd = 0. A to je pfesné ono, < [a,bl, [¢,d] >= 0.
e Norma vektoru & € R” je rovna jeho vzdalenosti od pocatku, pricemz

piimo z definic plyne, ze p(x,0) = /< x,x >. Jde tedy hlavné o za-
vedeni znaceni ||z||.

Normé vektoru se téz 7iké velikost vektoru.



e Skalarni soucin tak, jak jsme ho definovali, je v souladu se vzorcem
<x,y >= ||z| - ||y] - cosa, kde a je tthel mezi vektory x,y, zndmym
z rovinné geometrie. Pro ptipad pravého uhlu jsme to ukézali vyse.

[lustrujme nyni ptripad ostrého uhlu mezi vektory:

“ [, d]

0 a

Mame vektory [a, b] a [¢, d] svirajici thel . Bodem [a, b] vedeme kolmici
k vektoru [c,d], tj. k pfimce spojujici pocatek s bodem |[c,d]. Tato
primka je tvofena body

[a,b] +t-[—d,c], teR.

To proto, ze vektory [—d, c| a [c, d] jsou kolmé.

Prisecik z se najde feSenim soustavy rovnic
la,b] +t-[—d,c]=5"][c,d

s neznamymi s,t € R.

Po vyfeseni vyjde s = SSJFLZ‘;, tedy

< [a,b],[c,d] > = ac + bd = 5(c* + d*) = s|[c, d]||*
= [lle,dl]l - sllle.d]l] = |lle.d]ll - [[a, b]|| - cos c.
——

—|lzl={a,b]]|-cos

K Véticce IX.8: Toto tvrzeni obsahuje zakladni vlastnosti skalarniho soucinu.
Dokéze se snadno pomoci béznych tprav vyrazu.



K Vaéticce IX.9:

e Protoze ||x| = p(x, 0), plyne tato véticka z Véty V.1 (o vlastnostech
cuklidovské metriky).

Podrobnéji:

Bod (i) je zfejmy a bod (ii) plyne z Véty V.1(i).
Bod (iii) plyne z Véty V.1(iv).

Bod (iv) plyne z Veéty V.1(iii,v):

|z+y| = p(z+y, 0) = p(x, —y) < p(x,0)+p(0, —y) = p(x,0)+p(y, 0) = [[z|+]y].

Bod (v) je tvrzeni Véty 1.1

o Skaldrni soucin jsme definovali pouze na prostoru R™, protoZe pro nase
ucely to staci. Je ovsem mozné skaldrni soucin definovat @ na obecném
vektorovém prostoru V nad R — a to jako zobrazeni, které dvéma vek-
torum x,y € V priradi ¢islo < x,y >€ R, pricemz toto zobrazeni md
vlastnosti (i)-(iii) z Véticky IX.8 a kromé toho plati < x,x >> 0 pro
kazdé x, a pro x # o plati dokonce < x,x >> 0. I pak definujeme
normu predpisem ||z| = /< @, x > pro x € V. I v této obecné situaci
plati Véticka 1X.9 a jeji dukaz je celkem snadnij:

(i) a (ii): Tyto dva body jsou zrejmé.

(#1): S pouZitim definice a vlastnosti skaldrniho soucinu mdme:

loz|| = /< ax,ax > == Ja < x,ax > = /o< azx,x >
=Vval<zx>=val - J<z,x>=|o- ||

(v): Pouzijeme postup diukazu Véty I.1:

Necht x,y € V. Pokud x = o, pak < o,y >= 0 (zobrazeni
x —< x,y > je linedrni) a ||o|| = 0, takZe trividlné plati rovnost.
Necht x # o. Pro kazdé t € R plati

0<<tzxt+ytert+y>=<izite>+t<tr,y>+<ytr>+<yy>
=t)z|* +2t <,y > +[yl*



Tedy t — t*||x|]* + 2t < x,y > +||y||* je kvadratickd funkce (je
|z||* > 0), kterd je na celém R. nezdpornd. Proto je diskriminant
nekladny, tj.

(2 <z,y >)* —4f|z|*[|ly[I* < 0.
Po ipravé dostaneme
| <z, y>[ <]yl

(iv): Tuto nerovnost dokdzeme z (v) podobné jako ve Vété V.1:

le+yl|’=<zx+yx+y>=<zx>+2<x,y>+<yy>
= |2l +2 < x,y > +[lyl* < lz|® + 2l - |yl + [yl
= ([l + [lyl)?*.

Nyni staci tuto nerovnost odmocnit.
K Vete 1X.10:

e Bod (a) je nyni vpodstaté trividlni, protoze z vlastnosti skaldrniho
soucinu plyne

le +ylP=<z+tyzt+ty>=<z,c>+2<z,y>+<yy>
= [lz)* +2 < z,y > +|yl

Nyni je zfejmé, ze
lz +yll* = llz|* + lyl]* <<= <=zy>=0.
A to je presné ono.

e Bod (b) je dusledkem bodu (a). Sta¢i si uvédomit, ze p(x,y) = ||z —yl||.
Tedy z bodu (a) plyne, ze

I -y P=le-zP+lz-yl? = <z-22-y>=0

=(z—2)+(z-y)

A to je ono.



o / rovnosti
+yl* = [z +2 < 2,y > +[|y|

odvozené vyse a z toho, Ze < x,y >= ||z| - ||ly|| - cos o, kde a je tihel
mezi  a Yy, plyne kosinovad véta

lz +yl* = llzlI” + g + 2ll=[l - [ly] - cos a,

kde o je uhel mezi x a y.



