Komentar k oddilu VIII.3 — primitivni funkce
K tvodni ¢asti (pred Vétickou VIII.11):
e Primitivni funkce byla definovana v oddilu VIIL.2, definice se zde jen

pripomina. Hledéni primitivni funkce je tedy inverzni tdlohou k deri-
vovani.

e Ve Veéte VIIL.8 z oddilu VIIL.2 bylo dokézano, ze spojitd funkce na
otevieném intervalu ma primitivni funkci. Pfipomenme, Ze se to udélalo
pomoci Riemannova integralu (s pouzitim Veéty VIIL.7):

Pokud f je spojita na otevieném intervalu I a ¢ € I, pak funkce

F(x):/;f, rel,

je primitivni funkce k f na I.
e Veéta VIIL.10 byla dokazana v druhé c¢asti komentaru k oddilu VIIL.2.
Zopakujme jeji jednoduchy dukaz:
Nechf F' a G jsou dvé primitivni funkce k f na I. Pak na intervalu [/
plati
(F=G)=F-G=f-f=0,
tedy funkce F' — G je konstantni na I.

To znamend, ze existuje takové ¢ € R, ze ' — G = ¢ na I, neboli
F=G+cnal.

A to je presné tvrzeni Véty VIII.10.

e Ke znaceni [ f(z)da:

— Pokud f je funkce definovand na otevieném intervalu I, pak [ f(z) dz
znaci mnozinu vSech primitivnich funkci k f.

— Mnozina muze [ f(x)dx byt také prazdnd — primitivni funkce
nemusi existovat.

Napiiklad, funkce f(z) = sgnx nemd primitivni funkci na R.



Diikaz pro zdjemce: Necht F je primitiond funkce k funkci sgn na
R. To znamend, Ze

1 x€(0,400)

F'llx)=4¢0 x=0

-1 2 € (—00,0)
Tedy na (0,400) plati F' = 1, proto z Veéty 10 plyne, Ze existuje
ceR, ze F(xr) =x+cproz € (0,+00).
Analogicky na (—o0,0) plati F' = —1, proto z Véty 10 plyne, Ze
ezistuje d € R, Ze F(x) = —x + d pro x € (—00,0).
Protoze F'(0) = 0, tedy F' md v nule vlastni derivaci, je F' spojitd

v bodeé 0, neboli

F(0) = lim F(x)= lim F(z),

z—0+ z—0—

tedy ¢ = d.
Proto F' musi mit tvar F(x) = |z|+c pro x € R. Tato funkce vsak
nule nemd derivaci, coZ je spor.

Pokud je mnozina [ f(z)dz neprdzdnd, tj. existuje néjakd primi-
tivni funkce F', pak z Véty VIII.10 plyne, ze

/f(a:)dx: {F +c:ceR}.
Zmaceni

/f(x)dxéF(x), xel,

znamend, ze F' je primitivni funkei k f na I, podle Véty VIII.10
je pak kazda primitivni funkce na I tvaru

F(x)+e¢, zel.
To se snazi zachytit symbol =.

V literatute se lze setkat i s jinymi zpusoby znaceni, napiiklad

/f(:c)d:z;:F(:c)—i—C, rel,

kde symbolem C' se zna¢i mnozina vSech konstantnich funkei na
intervalu /.



— Véta VIIIL.10 je také duvodem, pro¢ se primitivni funkce uvazuje
vzdy pouze na jednom otevieném intervalu. Pouze na intervalu
totiz Véta VIII.10 plati.

V pocetnich piikladech se setkdvame casto s funkcemi, které jsou
definovany nikoli na jednom intervalu, ale tfeba na sjednoceni
dvou nebo i vice otevienych intervalti. V takovém piipadé musime
tilohu fesit na kazdém intervalu zvlast (i kdyz tieba vypocet muze
byt na vSech intervalech stejny). Tento postup ilustrujeme pozdéji
na ptikladech.

Teoreticky by bylo mozné primitivni funkce pocitat i na sjednocent
vice otevrenych intervali, ale pak by neplatila ,jednoznacnost az
na konstantu®, protoze na kazdém z intervalu by bylo mozné pricist
Jinou konstantu.

Celkovy komentar ke zbytku oddilu: Véticka VIII.11 az Véta VIII.16
obsahuji metody vypoctu primitivnich funkci. Dikazy jsou vétsinou snadné,
plynou ze znamych vét o derivacich a z toho, ze hleddni primitivni funkce je
inverzni tloha k derivovani. Nicméné jejich pouziti nemusi byt tak snadné —
hledani primitivnich funkci je vice tvuréi ¢innost nez prevazné mechanické
derivovani.

K Véticce VIII.11:

e Tato véticka obsahuje tabulku zédkladnich primitivnich funkci. Vychézi
z tabulky zakladnich derivaci, které byly spocitany v Kapitole IV.

Dikaz se provede ovérenim, ze derivace funkce na pravé strané je puvodni
funkce.

e V bodech (1), (4), (5) a (9) prislusné primitivni funkce existuji na

celém R.

Bod (1) plyne z toho, ze () = nz" ! na celém R, pokud n € N.
Bod (4) plyne z Véty IV.25(E6), bod (5) z Véty IV.28(S14) a Véticky
IV.29(i), bod (9) z Veticky IV.30(7).

)

e Bod (8) plyne z Véticky IV.30(7). V tomto piipadé existuje primitivni
funkce na intervalu (—1,1), tedy na celém definiénim oboru vychozi
funkce.



vychozi funkce sjednocenim nekonecné mnoha navzajem disjunktnich
otevienych intervali. Vzorec pro primitivni funkci je pro kazdy z téchto
intervalu stejny, ale plati na kazdém z nich zvlast.

Bod (2) obsahuje dvé tvrzeni. Prvni z nich plyne z toho, ze pro kazdé
a € R plati
(z°T) = (a+ 1)z, =z € (0,+00).

To plyne z definice obecné mocniny a pravidel pro derivovani, pripomenme:

(™) = (exp((a + 1) logz))" = exp((a + 1) log x) - (a4 1) - i
= (a+ 1)zt i = (a+ 1)z

na (0, +00).
Nyni je ziejmé, Ze z toho dostaneme primitivni funkei k 2 na (0, +00)
pro a # —1.
Pokud o < —1 je celé zdporné ¢islo, pak x> je definovano na R\ {0}

a na celém R\ {0} plati (z**!) = (a + 1)a®. Proto v tomto pripadé
plati vzorec pro primitivni funkci i na (—o0,0).

Bod (3) se tyké primitivni funkce k funkci 2. Ta je definovéna na
R \ {0}, proto primitivni funkce existuje na intervalu (0,+o00) a na
intervalu (—o0,0).

Vzorec platny na (0, +00) plyne z Véty 1V.24(L9).

Z téhoz tvrzeni plyne i vzorec na (—oo,0), ovSem s pouzitim pravidel
pro derivovani:

Pokud = € (—00,0), pak —z € (0,400), tedy funkce log(—x) je defi-
novana na (—oo, 0). Navic plati

1 1
(log(=x))’ = — - (1) = — na (=00,0).
T
Dva vzorce z bodu (3) se ¢asto zapisuji najednou ve tvaru
L.
/— dr =log|z|, x € (0,+00) nebo z € (—o0,0).
T
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K Véticce VIII.12:

e Dukaz je velmi snadny z véty o aritmetice derivaci (Véta IV.13(i)). Na
intervalu I totiz plati

(aF + BG) = aF' + G = af + By.
e Priklad pouziti:

c 1 :
/(x—l—?)cosx—Sea’)dac = §JI2+381DZE—56$, z € R.

e K zépisu zminéného v pozndmce:

Levé strana rovnosti je jistd mnozina funkci (mnozina vsech primi-
tivnich funkei k aof 4+ g na I).

Pravé strana je vyraz tvaru a A+ B, kde A a B jsou piislusné mnoziny
funkci. To je prirozené chapat jako mnozinu funkci

aA+ B ={au+ pv:ue€ A v € B}.

S pouzitim Véty VIIL.10 je z toho zfejmé, Ze mnozina na pravé strané
je rovna

{a(F+¢)+B(G+d): ¢c,d e R} ={aF + G + (ac+ pd): ¢,d € R},
coz v pripadé, ze aspon jedno z ¢isel «, 5 je nenulové, je rovno mnoziné

na levé strané.

Pokud a = 8 = 0, pak rovnost mnozin neplati, ale v tom ptipadé je
funkce o f + B¢ konstantni nulova funkce, takze tiloha hledat primitivni
funkci je trivialni.

K Veétée VIII.13:
e Dukaz je opét snadny, a to s pouzitim véty o derivaci slozené funkce

(Véta IV.14):

Vime, ze F' je funkce definovand na intervalu (a,b) a F'(x) = f(x)
pro x € (a,b). Specidlné, F' méa v kazdém bodé intervalu (a,b) vlastni
derivaci.



Daéle vime, ze ¢ je definovand na intervalu (a, 8), ma v kazdém bodé
tohoto intervalu vlastni derivaci a zobrazuje interval («, ) do intervalu
(a,b) (tj. ©(t) € (a,b) pro kazdé t € («, 3)).

Proto slozend funkce F' o ¢ je definovédna na intervalu (a, #) a podle
Véty 1V.14 je jeji derivace rovna

(Fro)(t) = F'(o()#'(t) = f(o()#'(t), 1t € (a,p).
To ovsem dava presné tvrzeni véty.

e Zpusob pouziti této véty:

Véta VIII.13 se pouziva v pripadé, ze mame pocitat primitivni funkci k
néjaké funkei a véimneme si, ze zadanda funkee je ve tvaru f(o(t))¢' (1),
kde primitivni funkci k funkci f zname.

V tom pripadé vezmeme F', primitivni funkci k f, a hledanou primitivni
funkci bude slozena funkce F o .

Pti aplikaci je mj. potieba dat pozor na intervaly, kde pracujeme (¢
definovand na néjakém intervalu (o, #), ma tam vlastni derivaci, zob-
razuje tento interval do néjakého intervalu (a, b), na kterém ma funkce
f primitivni funkci.

e Neékolik prikladu pouziti:
L [Qe+1)(2*+z+1)Pde
Vsimneme si, ze integrovanou funkci lze vyjadrit ve tvaru f(¢(x))¢'(x),
kde p(z) =2 +z+1 (a ¢'(z) =22+ 1) a f(y) = y*.

Pritom funkce ¢ je definovana na celém R, v kazdém bodé R ma
vlastni derivaci, a funkce f ma primitivni funkci na R:

5 y16
dy=-=—, yeR.
/y V=T Y

Proto plati (podle Véty VIII.13)

e 1
/(2x+1)(m2+x+1)15dm: 1—6( 24 x4+ 1),



2. [ Lsin(logz)dx
Vime, ze log’' v = % pro z € (0,400), tedy integrovana funkce je
ve tvaru f(¢(x))¢'(z), kde p(z) =logz a f(y) = siny.
Protoze

/sinydy < —cosy, y€ER,

pomoci Véty VIII.13 dostaneme
1. c
/— sin(log z) dz = — cos(logz), x € (0,+00).
T

3. [cos2xdx
V tomto pripadé neni hned vidét, ze je integrovana funkce ve tvaru
flo(x))¢'(z). Nicméné je to slozend funkce, kde vnitini funkce je
o(x) = 2x. Protoze ¢'(x) = 2, lze integrovanou funkci prepsat ve

tvaru ]
cos2r =2 - 5 cos 21 = f(p(x))¢ (z),
kde )
pla) =2z a f(y) = 5 cosy.
Protoze

1 e 1.
/Ecosydy:§smy, y € R,

z Véty VIIL.13 plyne

c 1.
/COSQ$d$:§SlIl2$, r € R.

e Ve vSech tfech uvedenych piikladech lze spravnost vysledku snadno
ovérit derivovanim.
Zéaroven lze v téchto pripadech vysledek ,uhodnout“. Hleddame totiz

takovou funkci, jejiz derivaci je zadana funkce. Vysledek snadno uhod-
neme, pokud umime vétu o derivaci slozené funkce.

Toto neni nahoda, protoze Véta VIII.13 je vlastné variantou véty o
derivaci slozené funkce

K Véte VIII.14 a VIII.15:



zpusobem nez véta predchozi. Zpusob pouziti je zhruba nasledujici:

Chceme spocitat primitivni funkei k funkci f na intervalu (a,b) a
vysledek na prvni pohled nevidime.

Zvolime chytte funkci ¢ : (o, 8) — (a,b) splaujici predpoklady — a to
tak, abychom umeéli spoéitat primitivni funkei k funkei f(¢(t))¢'(t) na
intervalu (a, 3).

Pokud je tato primitivni funkce G, pak Gop~! bude hledand primitivni
funkce k f.

Lze se ptat, jak provést tu chytrou volbu. Nize uvedeme néjaké piiklady.
Déle existuje jista zasoba chytrych substituci, které funguji v urcitych
situacich.

No, a nebo na to musime néjak piijit.

Dukaz Véty VIII.14:

Abychom tuto vétu dokazali, je tieba ukdzat, ze funkce G o =1 je
definovand na intervalu (a, b) a jeji derivace se rovna funkeci f.

Nejprve se podivejme na funkci . Je definovdna na (o, ) a ma v
kazdém bodé vlastni nenulovou derivaci. Proto je derivace ¢’ bud na
celém intervalu (o, 3) kladnd nebo je na celém intervalu («, §) zdporna.

(To plyne z Darbouzovy véty o nabjvdni mezihodnot pro derivaci. Dikaz
je snadny: Dejme tomu, Ze mdme dva body u,v € (a, B) spliugiciu < v,
O'(u) <0 a¢'(v) >0. Protoze ¢ je spojitd na (u,v), nabjvd na tomto
intervalu minima v néjakém bodé w. Protoze ¢'(u) < 0 a ¢'(v) > 0,
nemuze byt minimum v kragnich bodech, je tedy uvnitr intervalu. Proto
je to lokdlni minimum, a tedy ¢'(w) =0, coZ je spor. Kdyby ¢'(u) >0
a ¢'(v) < 0, wvazovali bychom maximum misto minima.)

Proto je ¢ na intervalu («, ) rostouci nebo klesajici, specidlné je prosté
a existuje inverzni funkce ¢~!. Protoze p((a, 8)) = (a, b), je funkce !

definovand na (a,b) a zobrazuje tento interval na interval («, §). Proto
je funkce G o ¢! definovana na intervalu (a,b).

Déle, podle Véty o derivaci inverzni funkce (Véta IV.22) je

(71 () =

m, S (Cl,b).
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Proto, s pouzitim Véty o derivaci slozené funkce (Véta IV.14) vidime,
ze pro kazdé x € (a,b) plati

(Go ™) (x) =G (¢ ()¢ ") (x)
= fle(le ' @) (¢ (@) - ——7—= = f(=).

Opravdu tedy je G o ¢! primitivni funkef k f.
Dukaz Véty VIIIL.15:

Tentokrat vime, ze f mé primitivni funkci na (a, b). Zvolme tedy néjakou
primitivni funkci F.

Daéle vime, ze ¢ je definovand na intervalu (a, ), ma hodnoty v (a,b)
a ma v kazdém bodé vlastni derivaci. Tedy funkce F o ¢ je definovana
na (a, f) a podle Véty o derivaci slozené funkce ma v kazdém bodé
t € (a, ) vlastni derivaci

(Fop)(t)=F'(ot)e'(t) = flet)y'(t),
tedy

/ ()¢ () dt £= F(p(t)), t€ (o, B).

Proto jsou funkce F o ¢ a G primitivni funkce k téze funkci na (o, ).

Podle Véty VIII.10 existuje konstanta ¢ € R, ze

Fop=G+cna (a,p). (%)

Nyni si uvéedommeé, ze ¢ je prostd funkce a zobrazuje («, 5) na (a,b).
Proto existuje inverzni funkce ¢!, ktera zobrazuje (a,b) na (a, 3).

Z rovnosti (%) tedy plyne
F=Goyp ' +cna (a,b),

tedu Gop™! = F — ¢ je primitivni funkce k f na (a,b), coz jsme chtéli
dokéazat.



e Porovnéani Véty VIII.14 a VIIL.15:

Tyto dvé véty jsou podobné, ale trochu lisi se v predpokladech i v
tvrzeni.

Ve Véte VIII.14 predpokladame navic, ze funkce ¢ ma v kazdém bodé

intervalu («, ) nenulovou derivaci. Zato nepiedpokldddme, ze f ma

primitivni funkei na (a,b), existence primitivni funkce je soucést tvr-

zeni.

Ve Véte VIII.15 predpokldddme navic, ze f m4 primitivni funkei (tedy

predem vime, ze primitivni funkce existuje, problém je jenom ji spocitat).
Zato funkce ¢ muze mit v nékterych bodech derivaci nulovou — misto

toho predpokladame, ze je prosta. (Ve Véte VIII.14 prostota ¢ plyne

ze silngjsiho predpokladu nenulovosti derivace.)

Matematici maji radi Vétu VIII.14, protoze se pomoci ni da dokazat i

Véta VIIL.15. Duvod je ten, ze obvykle pocitame primitivni funkce ke
spojitym funkcim, a tedy predem vime, ze primitivni funkce existuje.
Navic se v prirozenych pripadech muze stat, ze v nékterych bodech ma
funkce ¢ derivaci nula.

e Piiklady pouziti:

1 [V1—22dx
Integrovand funkce f(z) = /1 — 22 je definovand na intervalu
(—1,1), na kterém je také spojitd. Primitivni funkci tedy budeme
hledat na intervalu (—1,1).

Pouzijeme druhou substituéni metodu s funkei
T
o(t) =sint, te(—=, =)

Funkce ¢ je na intervalu (-7, 7) rostouci a zobrazuje ho na inter-
val (—1,1) (zndme totiz prubéh funkce sinus).

Navic je ¢/(t) = cost > 0 na (=3, 7).
Pocitejme:

flot)¢'(t) = V1 —sin®t - cost = Vcos?t - cost

= |cost| - cost = cos®t
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na (—3, 7) (v posledni rovnosti jsme pouzili, ze cost > 0 na tomto

intervalu).

Daéle je treba spocitat

1 2t . 1 1.
/cosztdt:/ﬂ%dtzﬁt—i-zsm%, te (—z Z)

(dokonce pro t € R, ale to nyni neni podstatné).
Protoze ¢~ '(z) = arcsinz, * € (—1,1), z Véty VIIL15 (nebo
VIII.14) dostavame

A L. .
/\/1 —2?dr = S arcsinz + Zsm(Zarcsma:), re(—1,1).

To uz je vysledek ulohy. Jesté jej lze zjednodusit pomoci vypoctu

sin(2 arcsin z) = 2sin(arcsin z) - cos(arcsin z)

= Qx\/l — sin®(arcsinz) = 22v1 — 22,

kde v druhé rovnosti jsme pouzili, ze |cost| = v/1 — sin®t a navic
je kosinus kladny na (-7, 7).
Zjednoduseny vysledek pak je

¢ 1 . 1
/\/1—:U2dx: §arcsmx—|—§x\/1—x2, re(—1,1).

1
S e

Integrovand funkce f(z) = ﬁ je definovana na R, kde je také
spojita. Primitivni funkci tedy budeme hledat na R.

Pouzijeme druhou substituc¢ni metodu s funkci

T T
t) =tgt, te(—=,=).
olt) = tgt, te(-7,7)

Funkce ¢ je na intervalu (—7%, %) rostouci a zobrazuje ho na R

(znédme totiz prubéh funkce tangens).

co;t > 0 na (_%7 %)

Navic je ¢/(t) =

11



Pocitejme:

1 1 1 1
t / t — . = .
flp()¢' (1) Tttt 12t cos2 t / L cos2 t
cos“t

_cost] 1
~cos2t  cost

na (—3, 7) (v posledni rovnosti jsme pouzili, ze cost > 0 na tomto

intervalu).

Déle je tfeba spocitat [ ﬁ dt na (=%, 7). To lze udélat napiiklad

takto:

Jest: 1 cost cost
@dt:/cos%dt: / 1 —sin%dt

Protoze sin’ t = cost na R, podle prvn{ substitu¢ni metody (Véta

VIIL.13) stacf spocitat [ = ds na intervalu (—1,1).
Pocitejme tedy:

1 1 1 1 e 1
= [ = —)ds = =(log(1+s)—log(1—
/1_82658 /2(1+s+1—5)d5 5 (log(1+s)—log(1—s)),
se(—1,1).

Aplikaci prvni substituéni metody tedy dostaneme

1 e 1 . .
cost dt = §<10g<1 +sint) —log(l —sint)), te (—=, ).

Protoze ¢~ (x) = arctgz, x € R, z Véty VIIL.15 (nebo VIII.14)
dostavame

e 1
= 5(10g(1+sin arctg x)—log(l—sinarctgx)), =z € R.

1
——dx
/\/1+x2

To uz je vysledek ulohy. Jesté jej lze zjednodusit pomoci vypoctu

sin(arctg z) = sin(arctg ) | cos(arctg z)
cos(arctg )
1 x
= tg(arctg ) - -

V14 tg?arctgx V1422
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kde v druhé rovnosti jsme pouzili, Ze 1 + tg?x = o @ navic je
kosinus kladny na (-7, 7).
Zjednoduseny vysledek pak je

e 1 x

= —(log(1 + ) — log(1 —

2 \/1—|—x2>)
1 Vaz+1 1
= ElogM = §log(\/x2 +1+ 1)

=log(V2z?+1+2z), z€R.

1
— dx
/\/l—i-x2

[ A=dx

r2—1
Integrovand funkce f(z) = \/x+7_1 je definovand na (—oo,—1) U
(1, +00), kde je také spojitd. Primitivni funkci tedy budeme hledat
na intervalech (—oo,—1) a (1, 4+00).
Nejprve se zabyvejme intervalem (1,400). Vypocet na druhém
intervalu je velmi podobny a nize specifikujeme rozdily.

Pouzijeme druhou substituéni metodu s funkei

1 T

H=—1 ¢ 2).
plt)=——, t€(0,5)

™

Funkce ¢ je na intervalu (0, §) rostouci a zobrazuje ho na (1, +00)
(zndme totiz prubéh funkce kosinus).

Navic je ¢/(t) = ——L - (—sint) = 5L > 0 na (0, 7).
Pocitejme:
1 sint 1 sint
t /t — . = .
Fle()¢'(t) T costd —
cos? t cosZt
_ |cost|-sint 1

 |sint| - cos?t ~ cost

na (0, %) (v posledni rovnosti jsme pouzili, ze sint > 0 a cost > 0
na tomto intervalu).
Déle je tteba spocitat f COIT dt na (0, 7). To jsme pocitali v pfedchozim

prikladu, vyslo nam

1 e 1 , .
p— dt = §(log(1 +sint) — log(1l —sint)), ¢t € (0, g)
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Protoze ¢~!(z) = arccos %, x € (1,+00), z Véty VIIL15 (nebo
VIIL.14) dostavame

c 1 : 1 , 1
= —(log(1+sin arccos —) —log(1 —sin arccos —)),

1
——d
/mx2 x x

z € (1,400)

To uz je vysledek tlohy na intervalu (1,400). Jesté jej lze zjed-
nodusit pomoci vypoctu

sin(arccos l) = \/1 — cos? arccos 1 \/1 - =

T T

kde v prvnf rovnosti jsme pouzili, Ze |sint| = v/1 — cos?t a navic
je sinus kladny na (0,%), v posledni rovnici jsme pouzili, ze pro
z € (1,400) je Va2 = z.

Zjednoduseny vysledek pak je

1 e 1 Vaz —1 r? -1
/\/ﬁ dz = §(log(1 + T) — log(1 — T))

1 Vaz—1 1
= —logx—i_—glj = —log(x + Va2 —1)?

2 Tr—V2r-1 2

=log(x + Va2 —1), x € (1,+00).

Nyni se podivejme na vypocet na (—oo, 1). Zde zvolime

T

plf) = —— 1€ (0,5).

cost’

g

Tentokrét je ¢ klesajici a zobrazuje (0, 5

) na (—oo, —1). Pak vyjde

Fe®)g () = ———

cost

a ¢ '(z) = arccos(—1), z € (oo, —1), tedy dostaneme

1 o1 ' 1 | ,
/\/ﬁdx = E(log(l—sm arccos(—;))—log(1+sm arccos(—g)))’

xr € (—o0, —1)
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To uz je vysledek tlohy na intervalu (—oo, —1). Jesté jej lze zjed-
nodusit pomoci vypoctu

1 1 1 21
sin(arccos(——)) = \/1 — cos? arccos(——) = \/1 - = :1:—’
x

T T —T

kde v prvni rovnosti jsme pouzili, ze |sint| = /1 — cos?t a navic
je sinus kladny na (0, %), v posledni rovnici jsme pouzili, Ze pro
x € (—o0, —1) je Va2 = —zx. Zjednoduseny vysledek pak je

2 —1 2 —1

1 1
dr = —(log(1 — ———) —log(1 + ——
[ o o= Slloglt = ) “log(1 4+ Y2 ))
1 —r—vz?—-1 1
=—-1lo = —log(—x — Va2 —1)?
e — — =73 g( )

=log(—z — Va2 —1), z € (—o0,—1).

(Uvédomme si, ze pro x < —1 je —z — /22 —1 > 0.)
Jednotny vzorec pro oba intervaly je

1 c
————dr =log|z+Vax?2—1|, x € (1,00) nebo x € (—o0, —1).
| o=t gl =l ae (o0 (o0, 1)
e Piedchozi ptiklady ilustruji pouziti druhé substituéni metody. Pfedem
neni a priori jasné, jakou substituci pouzit.

Uvedené substituce nejsou jediné mozné, existuji i jiné moznosti, jak
spocitat uvedené ptiklady.

Existuje také celd fada konkrétnich substituci pouzitelnych v nékterych
typech prikladia. O tom vice na cvicenich.

K Veéte VIII.16:

e Vyznam této véty a jeji pouziti: Véta se nazyva vétou o integraci per
partes (tj. po ¢astech). Nedavé piimo vysledek — ¢emu se rovnd primi-
tivni funkce k zadané funkci, ale za urcitych podminek prevadi vypocet
jedné primitivni funkce na vypocet jiné primitivni funkce (ktery je
napiiklad jednodussi).

Rovnost je minéna jako rovnost dvou mnozin — mnozina nalevo je
mnozina primitivnich funkci ke gF na I, mnozina napravo je tvaru
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h + A, kde h je dand funkce (h = F'G) a A je néjakd mnozina funkci
(mnozina primitivnich funkef k funkei G f na I), ktera je definovand

h+A={h+u:ueA}
(viz analogicky komentar k Véticce VIII.12).

Diikaz: Dikaz vychéazi z pravidla derivovani sou¢inu.

Necht H je néjakd primitivn{ funkce k funkci Gf na I (ta existuje,
protoze G f je spojitd na intervalu I).

Pak GF — H je primitivni funkci k funkci gF na I, protoze
(GF—H)=G'F+GF —H =gF+Gf —Gf = gF.
A to je presné to, co jsme potiebovali.

Alternativn{ formulace:

Necht I je otevieny interval a funkce u,v jsou definované na I a obé
maji na I spojitou derivaci. Pak

/u’(x)v(x) dr = u(x)v(x) — /u(:v)v'(a:) dr na I.

To je ziejmé ekvivalentni puvodni formulaci (madme v = G, v’ = g,
v=F,v = f), je véak ndzornéjsi pro praktické pocitani.

Dva priklady pouziti:

1.
/xexd:t o = . wex—/l-exdméxex—ex, reR
u(z) =€e* '(z)=1
2.
/x2ex dz = e’ — /237 -e’dx
u'(z) =e*  w(z) = x>
u(z) =€e* '(z) =2z
= e — (2re” — /2623 dx)
u(z) =€ v(z) =2z
u(z) =e* '(z) =2
2

< 2%e” — 2we” +2e%, z€R
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