
Doplňuj́ıćı cvičeńı k odd́ılu IX.2

Poznámka: Cvičeńı 1–5 doporučuji proj́ıt všem. Cvičeńı 6 je také dobré si
proj́ıt, Cvičeńı 7 je obt́ıžněǰśı.

Cvičeńı 1: Necht’ U a V jsou vektorové prostory nad K a L : U → V je
lineárńı zobrazeńı.

1. Necht’ V ′ je podprostor prostoru V . Ukažte, že L−1(V ′), tj. vzor V ′ při
zobrazeńı L, je podprostor prostoru U .

2. Necht’ U ′ je podprostor prostoru U . Ukažte, že L(U ′), tj. obraz U ′ při
zobrazeńı L, je podprostor prostoru V .

Návod: Postupujte podobně jako v d̊ukazu Věty IX.5.

Cvičeńı 2: Necht’ m,n ∈ N, m < n. Necht’ L : Rn → Rm je lineárńı
zobrazeńı. Ukažte, že L neńı prosté.

Návod: Použijte bod (iii) Věty IX.5 a D̊usledek Věty IX.6.

Cvičeńı 3: Necht’ m,n ∈ N, m > n. Necht’ L : Rn → Rm je lineárńı
zobrazeńı. Ukažte, že L neńı na.

Návod: Použijte bod (iii) Věty IX.5.

Cvičeńı 4: Definujme zobrazeńı L : s→ s předpisem

L({an}∞n=1) = {an+1 − an}∞n=1.

1. Ukažte, že L je lineárńı zobrazeńı.

2. Popǐste kerL a z toho odvod’te, že L neńı prosté.

3. Ukažte, že L je na.

Návod: 3. Pro libovolnou posloupnost {bn} popǐste nějakou posloupnost {an},
která se na {bn} zobraźı.

1



Cvičeńı 5: Definujme zobrazeńı L : s→ s a R : s→ s předpisem

L({an}∞n=1) = a2, a3, a4, a5, a6 . . .

R({an}∞n=1) = 0, a1, a2, a3, a4 . . .

1. Ukažte, že L i R jsou lineárńı zobrazeńı.

2. Popǐste kerL a z toho odvod’te, že L neńı prosté.

3. Ukažte, že L je na.

4. Pro každou posloupnost {bn} najděte všechna řešeńı rovnice L({an}) =
{bn}.

5. Ukažte, že R je prosté.

6. Popǐste ImR a z toho odvod’te, že R neńı na.

7. Popǐste složená zobrazeńı L ◦R a R ◦ L a ukažte, že se lǐśı.

Cvičeńı 6: Definujme zobrazeńı L : C(R)→ C(R) předpisem

L(f)(x) = xf(x), x ∈ R, f ∈ C(R).

1. Ukažte, že L je lineárńı zobrazeńı.

2. Ukažte, že L je prosté.

3. Ukažte, že

ImL = {f ∈ C(R) : f(0) = 0 a existuje vlastńı f ′(0)}.

Odvod’te z toho, že L neńı na.

Návod: 2. Ukažte, že kerL = {0}. K tomu použijte fakt, že spojitá funkce,
která je nulová všude kromě bodu 0, je nulová všude.
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Cvičeńı 7: Definujme zobrazeńı L : C(R)→ C(R) předpisem

L(f)(x) = f(x + 1)− f(x), x ∈ R, f ∈ C(R).

1. Ukažte, že L je lineárńı zobrazeńı.

2. Popǐste kerL a odvod’te, že L neńı prosté.

3. Ukažte, že L je na.

4. Pro g ∈ C(R) najděte všechna řešeńı rovnice L(f) = g.

Návod: 3. Vezměte libovolnou g ∈ C(R) a popǐste nějakou f ∈ C(R) splňuj́ıćı
L(f) = g. Jedna z možnost́ı je postupovat takto: Začneme s t́ım, že f zvoĺıme
vhodným zp̊usobem na 〈0, 1〉 – stač́ı zajistit, aby f(1)−f(0) = g(0). Např́ıklad
tedy f(x) = g(0)x pro x ∈ 〈0, 1〉. Dále postupně f definujeme indukćı na
intervalech 〈n, n + 1〉 pro n ∈ N pomoćı vztahu f(x + 1) = f(x) + g(x) a na
intevalech 〈−n,−(n− 1)〉 pro n ∈ N pomoćı vztahu f(x) = f(x + 1)− g(x).
4. Použijte funkci zkonstruovanou v bodě 3 a pak Větu IX.6.
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