Dopliujici cviceni k oddilu IX.2

Poznamka: Cviceni 1-5 doporucuji projit vSem. Cviceni 6 je také dobré si
projit, Cviceni 7 je obtiznéjsi.

Cviceni 1: Necht U a V jsou vektorové prostory nad K a L : U — V je
linearni zobrazeni.

1. Necht V’ je podprostor prostoru V. Ukazte, ze L~1(V"), tj. vzor V' pti
zobrazeni L, je podprostor prostoru U.

2. Necht U’ je podprostor prostoru U. Ukazte, ze L(U’), tj. obraz U’ pii
zobrazeni L, je podprostor prostoru V.
Navod: Postupugte podobné jako v dukazu Véty I1X.5.

Cviceni 2: Necht m,n € N, m < n. Necht L : R® — R™ je linearni
zobrazeni. Ukazte, ze L neni prosté.
Ndvod: Pouzijte bod (iii) Vety IX.5 a Dusledek Véty 1X.6.

Cviceni 3: Necht m,n € N, m > n. Necht L : R® — R™ je linearni
zobrazeni. Ukazte, ze L neni na.
Ndvod: Pouzijte bod (iii) Véty 1X.5.

Cviceni 4: Definujme zobrazeni L : s — s predpisem
L{an}nZy) = {ans —an}ily.
1. Ukazte, ze L je linedrni zobrazeni.

2. Popiste ker L a z toho odvodte, ze L neni prosté.

3. Ukazte, ze L je na.

Ndvod: 3. Pro libovolnou posloupnost {b,} popiste néjakou posloupnost {ay},
kterd se na {b,} zobrazi.



Cviceni 5: Definujme zobrazeni L : s — s a R : s — s predpisem

L({CL’N}SLOZI) = Qag,0ds, 04,05, 06 . . .

R({an}:2)) =0,a1,a9,a3,a4. ..
1. Ukazte, ze L i R jsou linearni zobrazeni.
2. Popiste ker L a z toho odvod'te, Ze L neni prosté.
3. Ukazte, ze L je na.

4. Pro kazdou posloupnost {b, } najdéte vsechna teseni rovnice L({a,}) =

{n}-
5. Ukazte, ze R je prosté.
6. Popiste Im R a z toho odvod'te, Ze R neni na.

7. Popiste slozena zobrazeni L o R a R o L a ukazte, ze se lisi.

Cviceni 6: Definujme zobrazeni L : C(R) — C(R) predpisem
L(f)(z) = xf(x), zeR, feClC(R)
1. Ukazte, ze L je linedrni zobrazeni.
2. Ukazte, ze L je prosté.
3. Ukazte, ze
ImL={feCR): f(0) =0 a existuje vlastni f'(0)}.
Odvod'te z toho, Ze L neni na.

Ndvod: 2. Ukazte, ze ker L = {0}. K tomu pouzijte fakt, Ze spojitd funkce,
kterd je nulova vsude kromé bodu 0, je nulovd vsude.



Cviceni 7: Definujme zobrazeni L : C(R) — C(R) predpisem

L(f)(z) = flx+1) - f(z), ze€R, feCR).
1. Ukazte, ze L je linedrni zobrazeni.
2. Popiste ker L a odvod'te, Ze L neni prosté.
3. Ukazte, ze L je na.

4. Pro g € C(R) najdéte vsechna teseni rovnice L(f) = g.

Ndvod: 3. Vezméte libovolnou g € C(R) a popiste néjakou f € C(R) spliugici
L(f) = g. Jedna z moznosti je postupovat takto: Zacneme s tim, Ze f zvolime
vhodnym zpusobem na (0, 1) — stac? zagistit, aby f(1)— f(0) = ¢(0). Napriklad
tedy f(x) = g(0)x pro x € (0,1). Ddle postupné f definujeme indukci na
intervalech (n,n + 1) pro n € N pomoci vztahu f(x + 1) = f(z) + g(x) a na
intevalech (—n, —(n — 1)) pro n € N pomoci vztahu f(z) = f(x + 1) — g(z).
4. Pouzijte funkci zkonstruovanou v bodé 3 a pak Vétu I1X.6.



