I1.3. Nevlastni limity

Definice. Rekneme, 7e posloupnost {a,, } ma limitu plus nekonetno (piseme lim a,, =
+00), jestlize
VLeR dng e NVneN, n>ng:a, > L.
Rekneme, ze posloupnost {a,} ma limitu minus nekonetno (piseme
lima, = —o00), jestlize
VK eRdnge NVneN,n>ng: a, < K.

Poznamka. Chovani posloupnosti je mozno rozlisit:

vlastni, tj. je rovna redlnému ¢islu

i existuje S
m an nevlastni, tj. je rovna +o0o0 nebo —oo

neexistuje

konverguje, tj. m& vlastni limitu
Posloupnost {an diverguje k +o0o nebo k —oco, tj. m& nevlastni limitu
p

diverguje nema limitu

Vétu 1 (jednoznac¢nost limity) lze rozsitit i na nevlastni limity (tj. posloupnost
nemuze mit za limitu soucasné +00 a —00, stejné tak nemuize mit zaroven vlastni
i nevlastni limitu). Véta 3 (limita vybrané posloupnosti) plati i pro nevlastni
limity. Véta 2 pro nevlastni limity neplati. Plati vsak:

Véta 2°.
e Necht lima,, = +00. Pak posloupnost {a,} neni shora omezend, je vsak
zdola omezena.

e Nechtf lima,, = —oco. Pak posloupnost {a, } neni zdola omezena, je vsak
shora omezena.

Definice. Rozifenou redlnou osou rozumime mnozinu R* = R U {—o00, +00}.
Rozsiteni operaci a uspofadani z R na R*.

—oo<aaa<—+ooproacR, —o0 < +o00;

a+ (+00) = (+00) + a =400 pro a € R* \ {—o0};

a+ (—o00) = (—o0) +a=—o0 pro a € R*\ {+c0};

a— (—o0) = 400 pro a € R* \ {—o0}; (—o0) —a=—ocoproa € R*\ {—o0};

a — (+00) = —oo pro a € R* \ {+00}; (+0) —a = 40 pro a € R* \ {4+o0};

_ . ) +oo proa € R, a >0,
a-(+00) = (+o0)-a = —oo proa € R*,a < 0;

a-(—00) = (—00)-a= —oo proa € R*,a >0,
400 pro a € R*,a < 0;
a a

Too = oo 0 pro a € R;

—00

+oo {—i—oo pro a € (0, 400), —00 { —oo pro a € (0,+00),

a —oo pro a € (—o0,0); a +o0o pro a € (—o0,0).



Zbylé operace nejsou definovany. To jest, neni definovano:

(=o0)+(+0),  (+o0)+(=00), (+00)=(+0), (=00)=(=o0),

(400):0, 0:-(+o0), (—o0)-0, 0-(—00),
ig, i_zg, :§7 ;2’ % pro a€R™.

Véta 4’ (aritmetika limit podruhé).  Nechflima,, = A € R* alimb,, = B € R*.
Potom plati:

(i) lim(a, £b,) = A+ B, pokud je prava strana definovana,
(ii) lim (a, - by,) = A - B, pokud je prava strana definovina,
(iii) lima, /b, = A/B, pokud je prava strana definovana.

Poznamka: Véta 4’ dava vzorec pro vypocet uvedenych limit za predpokladu,
ze limity posloupnosti {a,} a {b,} existuji (vlastni nebo nevlastni) a prislusny
vyraz je definovan. Nerika nic o tom, co se déje v pripadé, ze limity neexistuji,
nebo sice existuji, ale vyraz na pravé strané definovan neni. V takovém pripadé
se muze stat leccos — limita existovat miize a nemusi. K urceni toho, zda existuje,
a pripadné k jejimu vypoctu je treba pouzit jinych metod nez Vétu 4°.

Véta 5 (limita a usporddani) a Véta 6 (o dvou policajtech) plati pro nevlastni
limity téz. Dokonce plati:

Véta 6’ (o jednom policajtovi).  Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti.

(i) Necht existuje ng € N takové, ze pro n > ng plati a,, < b,, a ddle plati
lima,, = +o00. Pak limb,, = +o0.

(ii) Necht existuje ng € N takové, ze pro n > ng plati a,, > b,, a ddle plati
lima,, = —oc0. Pak limb,, = —o0.

Véta 8 (doplnky k aritmetice limit).  Necht {a,,} a {b,} jsou dvé posloupnosti.

(1) Je-li lima, = +oo a {b,} je zdola omezena, pak lim(a,, + b,) = +o0.

(2) Je-li lima,, = —oc a {b,} je shora omezend, pak lim(a,, + b,) = —oc.

(3) Je-li lima, = +oo a existuje takové ¢ > 0 a takové ny € N, zZe pro
vSechna prirozena n > ng je b, > ¢, pak lima,b,, = +o00.

(4) Je-li lima, > 0 (tj. limita existuje a je bud +oo nebo kladné redlné
¢islo), limb,, = 0 a existuje takové ng € N, Ze pro vSechna prirozend
n > ng je b, > 0, paklimg—: = 400.

(5) Je-li posloupnost {a,} omezena a lim|b,| = +oo, pak lim 7=

Tvrzeni analogicka tvrzenim (3) a (4) plati i pro ostatni kombinace znamének.



