I1.2 Vlastni limita posloupnosti

Definice. Necht {a,} je posloupnost redlnjch ¢isel. Rekneme, ze éislo a € R
je limitou posloupnosti {a,, }, jestlize ke kazdému kladnému ¢islu ¢ existuje takové
ptirozené ¢islo ng, ze pro vSechna piirozend ¢isla n > ng plati |a, — a| < €; tj.
pokud plati

Ve e R,e >0dng e NVn e Nyn > ng: |a, —a| < e.
V tom ptipadé fikdme rovnéz, ze posloupnost {a,,} ma limitu a; posloupnost {a,, }

konverguje k a. Zapisujeme lim a, = a nebo jen lima, = a nebo téz a,, — a.
n—oo

Poznamka. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a a € R. Pak
anp, > a<a, —a—0<|a, —al = 0.

Definice. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢isel. Rekneme, Ze posloupnost
{a,, } mad vlastni limitu (ekvivalentné, je konvergentni), pokud existuje néjaké redlné
¢islo, které je jeji limitou.

Poznamka. Slovo vlastni v nazvu oddilu a v predchozi definici znamena, Ze se
zabyvame situaci, kdy limitou posloupnosti je redlné ¢islo (a nikoli +o00 jako v
nasledujicim oddilu).

Definice. Necht z € Rac € R, € > 0. e-ovym okolim bodu = rozumime mnozinu
B(z,e)={yecR:|ly—z|<e}=(x—¢e,xz+¢).

Poznamka. Cislo a je limitou posloupnosti {a,}, pravé kdyz
Ve € R,e >03ng € NVn € N,n > ng: a, € B(a,¢).

Véta 1 (jednoznacnost limity).  Kazda posloupnost ma nejvyse jednu (vlastni)
limitu.

Véta 2.  Ma-li posloupnost {a,} vlastni limitu, pak je {a,} omezena.

Definice. Nechf {a,}>° je posloupnost redlnych ¢isel. Rekneme, ze posloup-
nost {by}%2, je vybrand posloupnost z {a,,}>2; (nebo téz podposloupnost posloup-
nosti {ay}), jestlize existuje rostouci posloupnost ptirozenych cisel {ng}g
takova, ze by = a,, pro kazdé k € N.

Véta 3 (limita vybrané posloupnosti).  Necht {b;}?2, je vybrana podposloup-

nost z posloupnosti {a, }°% ;. Jestlize lim a, = A € R, pak také lim by = A.

Poznamka. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢isel, « € R a K > 0. Pred-
pokladejme, ze plati

Ve e R,e >03dng e NVn e Nyn > ng: |a, —a| < Ke.
Pak a,, — a.



Véta 4 (aritmetika limit).  Necht lima,, = A € R alimb,, = B € R. Potom
plati:
(i) lim(a, £b,) = A+ B,
(i) lim(a, -b,) = A- B,
(iii) je-li B # 0 a b,, # 0 pro vSechna n € N, je lim(a, /b,) = A/B.

Poznamka. Je-li limb, = B a B # 0, pak existuje takové ng € N, Ze pro
vSechna n > ng plati b, # 0. Proto i v tomto pfipadé ¢asto mluvime o posloup-
nosti {a,/by,}, tiebaze nékolik jejich ¢lenu neni definovidno. Pak v bodé (iii)
Véty 4 l1ze skrtnout predpoklad nenulovosti vSech ¢lenu posloupnosti {b,, }.

Poznamka. Véta 4 dava vzorce pro vypocet limit uvedenych posloupnosti za
predpokladu, Ze posloupnosti {a,} a {b,} maji vlastni limitu. Nefikd nic o
situaci, kdy tyto posloupnosti nemaji limitu. Miuize se stat, Ze posloupnosti
{an} a {b,} nemaji limitu, ale jejich soucet ¢i soucin limitu mé. Napriklad pro
a, = (—1)" a b, = (—1)"*1
Véta 5 (limita a usporddani).  Budte {a,}, {b,} dvé konvergentni posloup-
nosti. Ozna¢me A = lima,,, B = limb,,.
(i) Necht A < B. Potom existuje ny € N takové, ze pro kazdé piirozené
n > ng je a, < by,.
(ii) Necht existuje ng € N takové, ze pro kazdé prirozené n > nyg je a, > by,.
Potom A > B.

Véta 6 (o dvou policajtech).  Budte {a,}, {b,} dvé konvergentni posloupnosti
a {c,} takova posloupnost, ze plati:

(i) Ing e NVn >ng:a, < ¢, < by,
(ii) lima, = limb,.
Potom existuje lim¢,, a plati limc,, = lima,,.

Véta 7. Necht lima, = 0 a necht posloupnost {b,} je omezend. Potom
lima,b, = 0.



