I. SPOCTETE NASLEDUJICI LIMITY

(KOMBINUJTE L’HOSPITALOVO PRAVIDLO A ELEMENTARNI METODY)
cosh z—cosx 2. lim tgx—x 3. lim \3/3tg4ac 12tgx 4. lim xcotgax—1 5. lim \S/tgx 1

1. ili)f%) x2 70 T—sinz 10 3Y/sindz—4sinx * P x2 * P 2sin? xz—1
6. lim x(em-i—l)—SQ(ez—l) 7. lim @ asmx 8. hm : _x . 9. lim cos(sinx)s—cosx
z—0 z z—0 —1 Inz—z+ z—0 T CosTT
10. tim (2)57 11 g 1 Vaarctg \/Z — vbarctg \/Z),a>0,b>0
" g \t8a t 2504 TVE a R )
. g®_go . 1+1 1+ . 1 1
12. ;1_1)1(11 z—a @ >0 13. xkrﬂr—loo ((ZL‘ + a’) - * ) 14. hm (arcsinm sinm)
< @ T —
15. lim (ZL£2)52 16, lim 2"~Y 17, lim w 18. lim (% — gb5)
z—0 r x—0+ 2—0 T sin? x

1
19. lim <L4 + 1 i) 20. lim (i + 1 — %) 21. ili% (cos(z?) + sin(x®)) G-eos2)?

r—0 \ sin*z tgtx Tt o0 \sin*z arcsin? x Tt
1
3 e L T N2 . l x
22. lim (FEHGUES) Termeotan® 23, lim (\3/933 F22tz+l-vVa2tao+ 1—“(6;96))
=7 r—~+00

VYSLEDKY A NAVODY. 1.1 (Lze i bez I'Hospitalova pravidla. coshz = €£¢=)) 2.2 3.

— \3/% (’Hospitalovo pravidlo je vhodné pouzit na limitu tfeti mocniny funkce ze zadani, nasledné

se pouZzije véta o limité slozené funkce.) 4. 4”7:24 (dosazenim, 'Hospitalovo pravidlo neni tieba, a

navic ho pouzit nelze) 5. 3 (Lze i elementarné - pomoci rozsifeni a pfevedeni na limitu v 0.) 6.
% 7. %log a,a>0 8 =2 9. % (Pfed pouzitim I’'Hospitalova pravidla je vhodné pouzit vétu
o aritmetice limit k odstranéni vyrazu cos® m), a 7& Z + km,
k € Z (Neni tfeba I’'Hospitalovo pravidlo, pokud zname vzorecek pro tg(x —y).) 11. 3ab 12.
a“(loga—1) pro a > 0 (Neni nutné pfimo I'Hospitalovo pravidlo, sta¢i pouzit definici derivace pro
funkci  — a® — 2% v bodé x = a.) 13. a (Vytknéte vhodny ¢len a alespoii zpocatku pouzivejte
elementarni metody Vypoétu limit.) 14.0 15.¢7% 16. 1 (I'Hospitalovo pravidlo neni tieba)
17. -5 18. —-L 109, (Tento priklad neni tplné vhodné pocitat I'Hospitalovym pravidlem,

3
i kdyz mozné to je. tg Vyjadrlme jako 2 pevedeme na spoleéného jmenovatele a dle véty o

cos’

aritmetice limit ukdZeme, Ze jmenovatel lze nahradit 28. Pak pouzijeme 1'Hospitalovo pravidlo
Sestkrat po sobé€, pricemz po kazdém pouziti vyraz rozdélime na soucet dvou vyrazi, z nichz limitu
jednoho je mozné spocitat elementarnimi metodami a na vypocet limity druhého se znovu pouzije
I’'Hospitalovo pravidlo.)  20. % (Tento ptiklad neni vhodné pocitat I’'Hospitalovym pravidlem.
Po prevedeni na spolecného jmenovatele lze podle véty o aritmetice limit nahradit jmenovatele
vyrazem z'2. Pied dalsim zjednoduSenim je nejspise tfeba I'Hospitalovo pravidlo pouzit t¥ikrat,
prislusné vyrazy jsou velmi dlouhé. Limitu lze spocitat pomoci Taylorova polynomu.)  21. e%
22. Ye 23. —= (l’Hospltalovo pravidlo neni tfeba. Ukazte nejprve, ze lze vynechat zlomek
In(e®+x)

€T

x ve jmenovateli.)  10. exp(

, a pak Spoctete pomoci vhodného rozsifeni.)



II. TAYLORUV POLYNOM
NAJDETE TAYLORUV POLYNOM k-TEHO RADU V BODE (0 PRO FUNKCE
.tgx, k=6. 2.cos(sinz), k=5. 3.sin(sinz), k=6. 4. sin(1—cosx), k =3.
5. funkce (14 z)'/® spojité dodefinovana v nule, k = 3.
6. ﬁ, keN T7.arctgx, ke N. 8. arcsinz, k € N.
SPOCTETE LIMITY

i

2

. coST—e 2 . e” sinz—z(14x) . a®+a -2 : 1 /(1 cos T
9. lim €2EZE5 10, lim <SRG 1L lim =2 (o> 0) 120 Lim g (5 - 52
. “Adr_2r3_ 31— 2_ 2 .
13. lim ¥Yl-4e—22°— V1-6z43z°—x 14. lim (V'8 + 21 — V218 — 215)
20 sinx—x 00

15. ]_lm [L’% (\/a’;-"—l_i_\/x_ 1_2\/5) 16. ]_]H](_) (1+x)1/z_(1_$)—1/z+ex
z—

T+ oo z(1—cos x)
17. xkr—il—loo (a: —2%1In (1 + %)) 18. xEI—il—loo ((a:3 — 2+ %) er — /26 + 1)

x sin x

19. lim log(1+xsinxz)—e +cos(z sin ) 20. lim sin(em2—1)+2sin(cosm—l)

20 ‘ sint x 20 log(1+x4)
. e®SIMT _cog(sin @) +3 cos z—3 cos(x?) . sin(2sinx)—2sin(sin ) +sin®
21. i,l_rf%) sin? z 22. i,l_rf%) z(1—cos(z?))

DALSI ULOHY
23. Najdéte n € N, aby limita a) lim te(sinz)—sin(tg ) b) lim (tz)" -1

.’E—)Ol " ’ z—0 x™
c) lirr(l) %ﬁsﬁg‘r) d) lirr%) %(i# byla koneéné a ruzna od 0, a spoctéte tuto limitu.
T— T—
24. Najdéte a,b € R, aby lir% x_(aer;Z”)smm =0.
z—
25. Najdéte a,b € R, aby lim £=2sIn2=bt8T _ ( 5 gnoftéte lim L=esinz=bige
z—0 x z—0 x

VYSLEDKY A NAVODY. 1. z+ 32°+ 225 2.1- 122+ 2a* 3.2 — 123+ La® 4. 122
e 11,2 73 0 () _ 70 _ <k 9 oy o .
5. e—gu+gyex’ —qgex” 6. Ty (z) =15 4 (x) = X5 (—1)’2* (Lze pouZit bud znadmy rozvoj

funkce (1 + 2)~! nebo pouZit soudet geometrické fady a druhou implikace ve vété o Peanové tvaru

zbytku.) 7. 7T9,  (z) =T (x) = Z?Zl (E;)jl_l 2?2771, (Lze odvodit z predchoziho pifkladu diky
tomu, ze derivace funkce arctgx je ﬁ 8. 19 (z) =T (z) = Z?Zl (;1_/12) ””233:11 . (Derivace
funkce arcsinz je (1 —22)~2 a jeji rozvoj zname.) 9. -5 10. % 11. log?a 12. % 13.

—26 14. —% (Nejprve je vhodné vytknout 23 a pak prevést na limitu v nule. Lze spoéitat i piimo
a elementarné, pomoci vhodného rozsiteni.)  15. —i (Ze zavorky je vhodné vytknout /= a pak
prevést na limitu v nule. Lze spocitat i elementarné, pomoci dvojiho vhodného rozsiteni, takovy
postup je pocetné naro¢néjsi.) 16. —ge 17. % 18. % (Nejprve je vhodné vytknout z3 a
pak pfevést na limitu v nule.)  19. —% (Vypocet se znacné zjednodusi, provedeme-li ,substituci“
y = xsinz, tj. pokud patficné pouzijeme vétu o limité slozené funkce.)  20. 11 21. Z 22.
23. (a) n =7, limita je 55; (b) n = 2, limita je 1; (c) n = 4, limita je §; (d) n = 1, limita je
1 1

24. a = %, b=—-35 25.a= %, b= %, limita vyjde —g5

NN



III. MOCNINNE RADY
NAJDETE POLOMER KONVERGENCE A VYSETRETE KONVERGENCI MOCNINNYCH RAD
o0 oo oo
26"-1——2” 25+—1”” 2 !
3. #(Z - 1)77,’ 4- %Zn, 5. (n) 7
n=1 n=

ZYL

(118

n2 (2n)'
n=1 =
S~ (4"
6. s 4,0 >0 T. Z( ) ,a,b>0.
n=1
~ SECTETE NASLEDUJICI MOCNINNE RADY NA INTERVALU KONVERGENCEoo
n D™ (2n2+1 2n+1
8. % " 9. Z e 10, Z Grlntl 2 g1, Z Gare" 12 ZO—< ntl) y2n
2k+1 1 k_2k+1 OO =S o0 2k
13. Z e 14 2 05— 150 Y ket 16, 3 (-D)ME%RE 1T Y &
k=1 k=1 k=0
= z* o= (2k—1)!! o gtk
18. 3 s 19. S k(k+ Db 2001+ 3 Bk 21 3 &
ket = b= =0
VYSLEDKY A NAvODY. 1. R = 1, fada konverguje na uzavieném kruhu U(0,1) (absolutné
i na kruznici). 2. R = 1, fada konverguje absolutné na otevieném kruhu U(0,1), N bodé
1 diverguje, v ostatnich bodech kruznice |z| = 1 konverguje neabsolutné. 3. R = , rfada
konverguje absolutné na uzavieném kruhu U(1, %) 4. R = , rfada konverguje absolutne na

otevieném kruhu U(1, §), v bodech £ diverguje, v ostatnich bodech kruznice |z| = ¢ konverguje
neabsolutné. 5. R = 4 (z podilového kritéria), fada konverguje absolutné na otevieném kruhu
U(0,4), na kruznici |z| = 4 diverguje, protoze nespliiuje nutnou podminku konvergence (1ze spocitat
pomoci Stirlingova vzorce). 6. Pro a = b nema smysl. Pro a # b je R = max{a, b}, proa =b
nemd smysl, fada konverguje absolutné na otevieném kruhu U (0, R), na kruznici |z| = R diverguje,
protoze nespliuje nutnou podminku konvergence. 7. Je-li a < b, pak R = % a fada konverguje
absolutné na uzavreném kruhu U (1, %) Je-li a > b, pak R = %, fada konverguje absolutné na
otevieném kruhu U(1, %), diverguje pro z = % a v ostatnich bodech kruznice |z| = é konverguje
neabsolutné. 8. ﬁ na (—3,3) (lze vyuzit derivaci fady ¢len po ¢lenu). 9. Pro z € R\ {0} je
3

soucet (22+1) exp(—2) + %, pro z = 0 je soucet 0. (Lze bud nékolikrat vyuzit derivaci rady
¢len po ¢lenu nebo (”Tgl), vyjadiit jako soucet zlomkt s faktoridlem ve jmenovateli a konstantou
v Citateli.)  10. (1 - —2)cosz ssinz na R 11. cos(y/z) na [0, 00), cosh(y/—2) na (—o0,0]
12. (1 +22%)exp(z?) na R 13. log(1 +z)+log(l —z) na (—1,1) 14. arctgz na ( 1,1) 15.
a7 na (=1,1) 16. fl(i )13? na (—1,1) 17. coshz = “£2" na R 18. 1+ =% log(l — )
dodefinované v nule nulou, na (—1,1) (lze vyuzit derivace ¢len po ¢lenu a nasledne integrace).
19. (13—2)3 na (—1,1) 20. \/11_—98 na (—1,1) (je tfeba v tom rozpoznat pfislusnou Taylorovu
fadu). 21. i(cosz + coshz) na R




IV. UKAZKOVE PRIKLADY PRO 1.TEST
URCETE NASLEDUJICT LIMITY:

cotgx . cotgz—L4+Z
L 3. hm ( arccos a:) 4. lim 2 =75
T—g a z—0 z

. 1 1 .
i (3 o) 2 Jim

5. lim M 6. lim &csinz—sinz = [Jreate Tcotg
C 250 b ps(0 arctgr—tgz :

8. Urcete polomér konvergence R mocninné fady Y - | a,(z2—20)" (kde z, 29 € C, a,, € C, n € Ny)
a vySetfete konvergenci dané fady v bodech zg + R, zp — R, je-li: (i) a,, = w, zo = —1;
(ii) a, = (1 + %)”2, 20 =0; (i) an = ==, 20 =0, a€(0,00).
9. VySetfete konvergenci a absolutn{ konvergenci fady -, (arctg %) (arctg(2 — %)) i"(z—1)",
kde z € C.
10. Rozvinte funkce f(z)
bodé zg, kde a) zg = 0, b) 2 1 )
11. Rozviiite funkce f(z) = exp(z), g(z) = zexp(z), h(z) = 22 exp(z) v mocninné fady se stiedem
v bodé zp, kde a) zg =0, b) 290 =1, ¢) zp = —17; a stanovte polomér konvergence téchto fad.

(

12. Rozvinte funkce f(z) = cos(z), g(z)
v bodé zp, kde a) zo =0, b) zg =
rad.

-, 9(2) = ﬁ a h(z) = ﬁ v mocninné fady se stfedem v

, C) 20 = 1; a stanovte polomér konvergence téchto rad.

cos(z), h(z) = 22 cos(z) v mocninné fady se stiedem
3 T, d) 2o = 1; a stanovte polomér konvergence téchto

13. Rozvinte nasledujici funkce v mocninnou fadu o stfedu 0 a urcete jeji polomér konvergence:
a) f(z) = sin? z; b2) f(z) =sinz-cosz, c) f(z) =cosz,d) f(z) = ﬁ, e) f(z) = m,
f) f(z) = arctg 157

sinx

VYSLEDKY A NAVODY. 1. % (tgx = , prevedeme na spolec¢ného jmenovatele Citatele
Cos T

rozvijime do fadu 4.) 2. 0 (tgz = cotg(5 — ), tedy lze pocitat hm (Cotgas ) cotg vyjadiime

jako 2*, prevedeme na spole¢ného jmenovatele, Citatele rozvijime do fadu 2.) 3. e (Pouzi-
jeme definici obecné mocniny, limitu exponentu pocitame pomoci elementarnich metod, pripadné

I’Hospitalova pravidla.) 4. —4—15 (tgx = 2:)‘” prevedeme na spolecného jmenovatele, citatele

sinx

rozvijime dofddu5.) 5. 1—25 (tgz = 3%, prevedeme na spolecného jmenovatele, Citatele rozvijime
do fddu 5.) 6. —% (Je moZné nejprve jednou pouzit 'Hospitalovo pravidlo, pak zjednodusit po-
moci elementarnich metod a na zdvér vyuzit Taylorav polynom fadu 2.) 7. Protoze cotgz =
tg(5 —x), Ize vyuzit Taylortv polynom funkce tg v 0. Dle piikladu II/1 je tgz = x+ %x3+0(334) pro
xr— 0, tedy cotgr = tg(Z—x) = (Z—2)+3(Z2—2)°+o((5—2)*) = —(z—%)—3(z—3)*+o((z—3)*)
prox — Z. Tedy ch’tg( )=—(z—%)—3(x—%)% 8.(i) R= 3, vbodé —1+1 diverguje, v bodg
—1-1 B konverguje neabsolutné. (ii) R = é, v bodech :I:% diverguje, protoze neni splnéna nutné pod-
minka konvergence (limita se spo¢te s vyuzitim definice obecné mocniny a Taylorova polynomu pro
limitu exponentu). (iii) R = 1, v bodech £1 pro a > 1 konverguje absolutné (napfiklad lze pouzit
limitni srovnavaci kritérium a srovnat s fadou » %), pro a < 1 diverguje, protoze neni splnéna
nutnd podminka konvergence. 9. Je to mocninnd fada o stiedu ¢, polomér konvergence je 1. Kon-
verguje absolutné v kruhu |z—i| < 1, v bodé z = 0(= i—1) diverguje (podle limitniho srovnavaciho
kritéria, 1ze srovnat s harmonickou fadou), v ostatnich bodech kruznice o stfedu i a poloméru 1
konverguje neabsolutné (pro konvergenci se pouzije postupné Dirichletovo a Abelovo kritérium,
divergence fady absolutnich hodnot plyne z divergence v bodé 0), pro |z —i| > 1 diverguje.  10.

a) f(z) = ni_ojoz”, 9(z) = fl(z) = niz nz" 1l = i (n+1)z", h(z) = z9(2) = niz nz", polomér

n=0

komvergence 1. b) f(2) = > gl (2 +1)", g(2) = f(2) = 3 gl (241" = > 2L (z 1),
n=0 n=1 n=0

h() = (2 +Dg()~9(2) = 2 glin (a1 = 3 F (4 1)" = 5+ 2 (g8 — ) (1))

1
polomér konvergence 2. c) f(z) = > W(z =), 9(2) = f'(z2) = X
n=0

(1—Sn+1 (z—)" ' =



oo oo oo

> e (=) h(e) = (2 - )9(2) +ig(s) = & (e~ 07 4 X (e - 0" =

ﬁ + 21 ((1—8"“ -I—i(lf;)r,llJrQ) (z — i)™, polomér konvergence /2. 11. Polomér konver-
n—=

0 n+1 n+2 S n

gence jo vidy oo ) f(2) = 3 3 (a) = ¥ S = B g h) = X S = ng e
b) f(z) = X e =" 9(x) = (¢ = Df(x) + (=) = HZO%(Z — )"+ Z gz —1)r =e+
S (i + &) -1 hE) = (=D (@2 DA () = T (=142 5 & (-
1)”“—#;;05(2—1)":ngzﬁ(z—l)”+2n§1ﬁ( )"+n§j S(z—1)"=e+3e(z—1)+
i ((,:2), iy ) (- D70 £2) = X S 10" g(2) = (2 1T)() — 17H(2) =
e T(z417)m 1 —17 Z ¢ (417" = —17e 1T+ 2 ((n 117), - 17;]”) (z+17)", h(z) = (2 +
17)2f(z)—34(z+17)f( )+172f(2) = i _17(z+17)”+2 L (2417)"+1 4289 z (24

=3 (g%ﬂ(wm —34 2 o 1),(2—1—17) +289 2 £ (z+17) = 289e 17 +255¢ 17 (2 +
n=2

17) + Z ((2_—127)! — :E’ff T+ 2896_17) (z4+17)" 12. Polomér konvergence je vzdy oo; a) f(z) =

> &‘,?)Tz 92) = X Gt he) = X (Gt b) (2) = cos(z — §)cos § —sin -
2L g(2) = (2 = 5)f(2) + Zf(2) =
I P MR = VGRSl DR - HCE M AP IR =
5 = 54 2 ()" (s - sl G- 3+ (D" (el + 6.5%)!) (== 5)7",
hz) = (z— 3)2f(2) + 2n(z — ) f(2) + 7r;f(z:); c) f(z) = cos(z — §)cos T —sin(z — §)sin ;. =
1

2y G oz 1S GO o mantd ) = (o T) ()4 5 1), hlz) = (- DR () +

(2= 3)f(2) + s (2); d) f(z) =cos(z —1)cosl —sin(z —1)sinl = cos1 - i ((21)), (z —1)%"

- g2 Z (;n—li—)l)!(z -

+f(2), h(2) = (2 = 1)?f(2) + 2(z = 1) f(2) + f(2);

13. Pouéijte nasledujici vzorce: a) sin®z = 1(1 — cos2z2), b) sinz cosz = 3sin2z, c) sin® 2z =
3

2sinz — Z sin 3z, d) f(z) = 11_;3, e) f(z) = 11__;47 f) f'(x) = 1+4m2

V. VYJADRETE PRIMITIVNI FUNKCE POMOCI ELEMENTARNICH FUNKCI
NA MAXIMALNICH INTERVALECH EXISTENCE 5
3 17 x 8z 1 3 (1—x)
1. [2°+20+ Ldr 2. [18e” +16€®” — - +3coszdz 3. [V1—3zdzr 4. dex

5.]%&% 6.fsin7xcosxdaz 7.fxe_m2da: 8. [tgxzdz 9. [cotgzdx

10. [Vabde 11. [|cosz|dr 12. [arcsinsin 7%z dz 13, fg”llofm “dr 14, feezjfll dx
15. [tg?xdr 16. [cotg?zdz 17. f2+3$2 18. [sin’zdz  19. [costzdz  20. f#?fg)
21. [ h=de 22, [ipdz 23 fmgﬁm 24. [ze*dz 25. [logzdx

26. [arctgrdr 27. [H2Zdy 28. [ecosbrdr ,a,b€R 29. [2%logzdx
30. [2%log’zdzr 31. [eV®dr 32. [log (z+ V22 +1) dx




VYSLEDKY A NAVODY. Vysledky jsou uvedeny ,aZ na konstantu“. 1. ix‘l + 22 + 16log || na
(—00,0) ana (0 oo) 2. 186 -1—268‘7C log |z| + 3sinz na (—o0,0) ana (0,00) 3. —1(1 — 31)3,

naR 4. —7=—5Va2+3 333 - _333 na (—o0,0) ana (0,00) 5. 99(1:1‘)99 - 49(1iag)98 + 97(1ix)97’
1 a8

na (—oo,l) a na (1,00) (Substltuce w2y =1—-2% 6. gsinzrnaR T. —%e‘xz na R 8.
—log | cos z| na kazdém z intervalt (—5 + k7, § +kn), k € Z 9. log|sinz| na kazdém z intervali
(km,(k+1)m), k€ Z 10. 1|z|-2%, naR  1l.sin(z—7-[£+1])+2-[2+ 1], naR 12

( 2log(1 4 x?) + m(xg — 21) + 4log T+ T € [—00, —x2]
—7t(z + 21) — 2log(1 + 22) + 4log(%x1) € [—xa, —x1] =
F(z) = { 2log(1+2?) vefmm] a7 e ma
m(z — x1) — 2log(1 + x?) + 4log(2z) € [z1, z2) 2 T
( 2log(1 + 2?) + m(zg — x1) + 4log % x € [xg, 0]
R 13. _10.5_;1(1,?521;;2;1%5, naR 14. 1 e?* —e® +x,naR 15. tgx—x, na kazdém z intervalii
(=% +km, 5 +km), keZ 16. —cotgzc — z, na kazdém z intervala (km, (k+ 1)7), k € Z 17.
\}garctg“/_,na]R 18. ——Zsta: na R 19. x—i- Slnxcosx+4smazcos3a: na R  20.

5 tg(2®), na kazdém z intervala ({/—5 +km, {/5 + k:7r ), k€Z 21. flog(l+42?), naR  22.
s arctg(z?), naR  23. log|loglog z|, na (1,e) ana (e,00) 24. (zx—1)e" naR 25. zlogz —x
a (0,00) 26. zarctgz — log(l +2%) naR 27. —1e™® - (sinz + cos a:) na R 28, &~

e
(acosbx + bsinbz) na R, pokud a® +b> #0; rna R, pokuda=b=0 29. (logx 1+a),
na (0,00) pro a # 1; %an z, na (0,00) pro a = —1  30. 1z In®x — 1 4lnx + 552*, na (0, 00)

31. 2¢V® - (y/z — 1), na (0,00) (substituce ,y = /z“) 32. zlog(z+ V22 +1) — V22 +1,na R
(per partes 1-log (z + V22 + 1))
VI. SPOCTETE PRIMITIVNI FUNKCE

217 —5 z217—5 x —|—1
1. [==2de 2. [L5=2de 8. [ 55+ Forrgs Ao

5. fm“‘—‘,—l
o e vk gy 7. A 8. | o

9. Pro jaky vztah mezi parametry a, b, ¢ € R je primitivni funkce k funkci f racionélni, je-li

flo) = Sdeer 10, [ —2de 11 [ e 12, [/l a8, | Gy
14. [1=¥lde 15, f\/@+V; dz 16, [ 2Ptdr 17, [Sode 18, [~
19. [ V2?2 —2z — 1dx .f(x%ijgf)?jx‘iiZHZl 21. [ 22, [Va?—1de

23. [V1—22dz 24. f%dx 25. fsmmda: 26. [ ——dz 27. fsmilfrl%

28. [sotees 29/ Graseors? 30 [ mrerhes L [ da
32.f%dx 33.fmdx 34. fm

35. [ ifeme €20 86 [ iy, 0D ER

VYSLEDKY A NAVODY. 1. ( }7 ””—) —4log|z — 1|, * € (—o00,1) nebo z € (1,+00) 2.

(2515 ﬁx2k> — 2log|z — 1| + 3log|z + 1|, x € (—o0,—1) nebo =z € (—1,1) nebo =z € (1,+00)
3. z + gloglz| — Zloglz — 2| + %logm — 3|, x € (—00,0) nebo = € (0,2) nebo =z € (2,3)

nebo z € (3,+00) 4. tlog m(;:xlil + \/_arctg 2”\”/%1, x € (—o00,1) nebo z € (1,+0) 5.

2
% log %—k% arctg(a:\/i—i—l)—i—% arctg(x\/_—l) 6. m—k% arctgz 7. g3+ log(1+

%)+ @ log(2? —2v/341) — @ log(22+2v341) — ‘/_ 3 arctg(2r —/3) — 3+6.—‘/§ arctg(2z++/3)

8. % . x22f$14 + ‘%_ arctg 2%3 9. a+2b+3c =0 10. 6( u3/2) — u(4/3) + lu(7/6) —

4 19,(5/6) _ 14,(2/3) — _ Vitz—I-z
u + lu ) kde v = x + 1, v € (—1,+00) 11.10g’\/1+_x+\/1T

% + 2 arctg

U!

1+x’



2_1 _

€(-1,1) 12.log \/% — /3arctg 21\751 + V3 arctg 21\‘/51, kde u = §/ }H x € (—o0,—1)
nebo x € (—1,0) nebo z € (1,+00) 13. ¢ = QJ_F—i 14. t = vz +1 15.t = ,/x;} 16.
].Og(e +1) ZEGR 17. ex_log(l'i‘ex) 18.m—log(\/$2+2x+2—l’—l),$€R
19. (:L'—l)\/xQ—233—1—log|a:—1+\/332—23:— |, 2 € (—o00,1—+/2) nebo x € (1++/2,+00)
20. log ¢ ;‘ff;6 + %arcth — ﬁ arctg 5 \/5, kde t =va24+2x+4—xz,x € R 21. argsinhx =
log(z + Va2 +1) na R 22. fava? — tlog|z + V22 — 1| na (—o0,—1) ana (1,+00)  23.
2\/1—2? + }arcsinz na (—1,1) 24. farctgsin®z na R 25. —ilog ’ 1+C0”‘ na kazdém z

2 l—cosx

intervald (km, (k+ 1)7), k € Z  26. ilog ‘ 1tsins
ke€Z 27. a 28.substituce y =tg35 29. substituce y = tgz  30. substituce y = cosx
31. substituce y = tgx  32. substituce y = tg5  33. substituce y = tgz  34. substituce
y=tgx 35. substituce y = cotg 5  36. substituce y = tgz

na kazdém z intervalt (—3 + km, 5 + km),

VII. VYPOCTETE NASLEDUJICI INTEGRALY
L [Fl-alde 2 [! o5 aec(0m) 3. [Tl ce0,1)
4. fog aQSinzm‘jﬁ)QCOS%,ab;ﬁO 5. floowmdx 6. f10g2 “Tdx 7. fOQTr:z:z cos z dz
8. ff\log:c\dx 9. fo\/gxarctga:dx 10. flogQ\/ﬁdx 11. [ 2?Va? —22dx 12 fl arCSl’“‘/_dzz:

1‘(1 x)
zdx € 2w dx
13. f e 14 [[(zlogz)*dr 15, fo V14 328dz  16. [ (Teos2) (3T con )
17. fo —dz 18, [y e cos’ zdz 19, f+oo "e=tdx, n € N

sin? x4cos? x

substituce ¢ = cotg § 4. g (

VYSLEDKY A NAvOoDY. 1.1 2. F
t=tgz) 5.200v/2 6. 17082 747 8.2-2 9 27 10.2-2 11. Lma
12. ”2 13. 1log3 — @ 14. bel=2 15, V2 g4, Z(4v/3 — 3v/2), substituce ¢ = cotg £

17. 271'\/7 napr substltuce t=tgzna (0,Z) 18.2(e"—1) 19.n!

VIII. UKAZEOVE PRIKLADY PRO 2.TEST
1. Se¢téte mocninnou fadu (i) Y207, 2= =z e R, (ii) Yo, (-1)""1n22", z€R,

n=1 n+1"? n=1
£3n+1

(iii) >2,2 Sogrs 2 € R, uvnitt intervalu konvergence.

2. Urcete f f ) dx na maximélnich otevienych intervalech, kde existuje, je-li:

a) f(a) = CREGRUEIL ) f(2) = o, ©) f(2) = 1\ /24, d) f@) =220+ 3,
&) £(r) = VIFTE §) f() = V0, 8) £(2) = oot ) f(x) = YTEE,

i) f(2) = 5 m—l—smmlcosm—l—coszm’ D) f@) = gm0 k) fla) = (1+sin1‘)1(1—cosx)7 D) f(z) = ?2)12?5;7
m) f(x) = gz, 1) f(2) = [sinz], o) f(z) =1/, p) f(z) = (cosz)(Insinz),

a) f(z) =272, 1) f(2) = et

VYSLEDKY A NAVODY. 1. (i) =22 — zIn(1 — z) na (—1,1). Lze vytknout x a pak bud
pouzit zndmou Taylorovu fadu pro In(l — x) nebo pouzit derivaci ¢len po ¢lenu, soucet ge-

ometrické fady a vypocet primitivni funkce. (ii) f{im)lg na (—1,1). Lze vytknout z a pak

vyjadrit jako derivaci jiné mocninné fady. Tento postup lze opakovat jesté jednou, dostaneme
pak geometrickou fadu. (iii) —”1—‘g§ —z— 3In(l —2)+ tln@@* + 2+ 1) + % arctg 2%1 na
(—1,1). Lze zderivovat ¢len po ¢lenu, dostaneme geometrickou fadu, se¢teme a spoc¢teme primi-
tivni funkci, kterda ma v nule hodnotu nula. 2. Primitivni funkce jsou uvedeny az na konstantu.

)293+1332+1n|x 1|——( —2+4+1)—+/3arctg 22~ 11(1&( ) ana (1,00). b) $€3* —e” +arctg e”

na R. (Substituce y = €*.) c) In ‘1 + 4/ m“‘ In ‘1 1/””“‘ 2arctg /25 na (—oo,—1) a na

(1,00). (Substituce y = ,/”‘—i’i.) d) 22z + 3)7/3 — 22z + 3)%/3 na R. (Substituce y = &2z + 3




nebo jen y = 2x + 3; nebo vyjadiit x = %(23: —|— 3) — 3 a pouzit prvni substituéni metodu.)
e) —%(\/m —2)2 —2In(vV22 +4 — z) + (\/T e R. (Lze pouzit Eulerovu substituci
= V2% + 4—x; nebo také z = 2sinhy.) f) —3 (V2?2 — 9—x)?—2In|Vz? - 9 — :L'}-i—ﬁ na
—3)ana (3,00). (Lze pouzit Eulerovu substituci y = v/22 — 9—x; nebo také x = 3coshy.) g)
(\/T—f—ﬁi r)— L _m))—gln‘5+2(\/W—x)‘ na (—oo,2) ana (3,00).

4(5+2(V/22—-5x+6

(Lze pouzit napi. Eulerovu substituci y = Va2 =5z +6 —.) h) —In[2(vVa? +z+1-x)— 1|+
1 n [/2 —r—1] = 3 — ln|V22 —

2(\/I2+I+1_I_1)+21n‘ »?*+r+1—=x 1‘ e ey 2ln‘ »?+r+1 x+1‘ na

(—00,0) a na (0,00). (Lze pouzit Eulerovu substituci y = V2?2 + 2+ 1 —z.)

NI»—A/ ~ Qﬁ

%arctg“g\ﬁwa;, ve(—Z+km,Z+km) ke, _
) F(e) =3 T ) 410 |12 | na kazdém
7 U x=7Z +k7r ke Z.
z intervalt (=5 + km, 5 +kn), k € Z k) — tg Z| — t—% +2In|1 + tg £| na kazdém z

intervala (km, (k+ 1)m), k € Z.

2 x T x
) F { ln% + 2\/§arctg2tg7\/7§+l +2knV3, x € (—7+ 2km, 7w+ 2k7), k€ Z,
[L’ =

(2k + 1)7/3, =7+ 2km k€ Z.
m) —3 cotg® z — cotg z na kazdém z intervald (k, (k + 1)7), k € Z.

— 4k, € 2km, 2k + 1)7w|, k € Z,
n) F(x) = { cosw+ @ € [2km, (2K + L) 0) 3(z—1)Inz na (0,00). (In/z =
cosx +4k+2, z € [(2k+1)m, (2k+ 2)n], k € Z.

%lnx a primitivni funkeci k Inz spoéteme per partes.) p) (sinz — 1) Insinz na kazdém z intervala
(2km, (2k + 1)7), k € Z. (Substituce y = sinz.) q) —%(ln2 z+2lnz + 2) na (0,00). (Per partes.)

r) 2:;111;% - % arctg(\/_ In :z:) na (0,00). (Substituce y =Inz.)

IX. DALSI PRIKLADY NA VYPO(VJWET URCITYCH INTEGRALU
1.y 11?;‘;5 2. fel,z,m lcoslogi| dz  3.a) [ sin"zdzb) [ cos” zdz 4. fol(l—xQ)” dz
5.y 7% 6. f& viloghwde 7. [ (Smeea) ™ gy gt @rasiarar ¢~ >0

9. f?m SNt gy 10. [ S22 11, [ 2l dz ([2] znadi celou &st islax. 12, ffﬂ —cos2z__ 4,
6

sinz sin £ | sin x—cos x|

d ’ 2 . 7 e M v . z O
VYSLEDKY A NAVODY. 1. 7. (Substituce z = y + 7, poté rozdélit na soucet dvou integrald,

z nichz jeden je nulovy jakoZto integral z liché funkce a druhy se spoéte standardnim zptisobem.)

(e7™—e~ GntV)my(em/2_L4 1em) . . , 1 o . /10
2. p—— 22~ (Nejprve substituce x = €Y, poté rozdélit na soucet 2n integrali,

kazdy z nich pfevést pomoci substituce [posunuti] na integral pies (0, ), pouzit vlastnosti expo-
nencialy a dopocitat.) 3. Integraly z a) a z b) se rovnaji (substituce z = 3 —y). Oznaéime—li je
I,,, pomoci metody per partes lze odvodit rekurentni vztah [, o = ”“ 5In. Prltom Ip=Zal; =1.
4. Substituci x = sint, t € (0,27) lze pfevést na I, 11 2 pi“edchomho prikladu. 5. Substituci
x =sint, t € (0,2m) lze pfevést na I, z pfedminulého prikladu. 6. Oznacme integral I,, ,. Pak

. _1\n _1\n+1
I o = mL—l—l apron >1je Ly, = —mLHIm,n_l. 7. —%—i-%l_z-i-----i- ( 21) 4 ¢ 1; In 2.
(Substituci y = tg x lze pfevést na integral z raciondlni funkce. Na vysledny integral lze aplikovat

substituce z = y—l a pak dopocitat.) 8. Oznac¢me integral I,,. Standardnim postupem inte-

22n+1 n
WJR, kde J f (y2—|—1)" dy

Ptitom J; = m a pomoci metody per partes lze odvodit vztah J,+1 = mJn. 9. 0 pro n sudé,
3w pro n liché. (Nejprve vyjadiime jako trojnasobek integralu ptes (0,7) — pouZijeme aditivitu
Newtonova integralu a periodi¢nost [tedy vétu o substituci]. Poté vyjadiime jako soucet kosint s
vyuzitim vyjadieni goniometrickych funkci pomoci komplexni exponenciély.)  10. 0 pro n sudé,
7n? pro n liché. (Nejprve provedeme substituci = ny a pak postupujeme jako v predchozim pi-
pads.) 11.n"'1—-3"" 11 kz,;’fl LgF=1. (Rozdélime na soudet integralfi pies intervaly (k, (k+1)),

k=0,...,n—1) 12. —1 (Lze rozdélit na integral pres intervaly (¥,%) a (I, 2m).)

grace pfisluéného parciadlniho zlomku dostaneme I, =




X. VYSETRETE KONVERGENCI (ABSOLUTNI, NEABSOLUTNi) NASLEDUJiciCH INTEGRALU
1. a) flxlogmdxb flx_logmdx 2. fol\/% 3. fo 3?1d§2)5 4. 01 —= 1daj
5. fl e;/n_”dxl 6. fO e’V—cosm 7. fO% log%dx 8. faﬁ MCSI:T(;mx)d 9. fO smpmcosqac
10. [;F m T (a T E)"

11. fl _dz 19, f;oi 13. j‘
14. fe—i—l 2P (Inx)4 (lnlnx)T 15. fOOO %dl’ 16. f02 1 xCOS.r dx 17. foo kz—sinx dx

zP In? x zP In? x
x—i—snl x

18. [;C z~arctg’ zdz  19. fO% zv (% — )Btgvxdx 20. fo sinz?dz 21, [ 2z cos (z*) da
22. " sin(arccotgx)sinzdzr  23. foo SN dr 24, [)° S‘g Ldy 25, [ SRLSNAT gy
26. [;°2*In(1+a)coszdx  27. fo nt arctg z dx

xT

VYSLEDKY A NAVODY. 1. a) diverguje, b) konverguje (absolutné) 2. konverguje (absolutné)
3. diverguje 4. konverguje (absolutné) 5. konverguje (absolutné) 6. diverguje 7. kon-
verguje (absolutné) 8. konverguje (absolutné), pokud «,3 € R, diverguje, je-li jedno z a,
nekonectné 9. konverguje (absolutné), pokud p < 1 a ¢ < 1, jinak diverguje  10. konverguje
(absolutné), pokud ¢ < 1 a p < %, jinak diverguje 11. konverguje (absolutné), pokud p > 1
a ¢ < 1, jinak diverguje 12. konverguje (absolutné), pokud p > 1 nebo p =1 & ¢ > 1, jinak
diverguje  13. konverguje (absolutné), pokud p > 1 & r < 1nebop=1& ¢>1 & r < 1, jinak
diverguje  14. konverguje (absolutné), pokud p > 1nebop=1& ¢>1nebop=qg=1& r > 1,
jinak diverguje 15. konverguje (absolutné), pokud —1 < k <t — 1 nebo —1 > k >t — 1, jinak
diverguje  16. konverguje (absolutné), pokud m < 3, jinak diverguje  17. konverguje (abso-
lutné), pokud k < —1, jinak diverguje  18. konverguje (absolutné), pokud o < —1 < a + f3,
jinak diverguje  19. konverguje (absolutné), pokud o + vy > —1 a ﬁ ~v > —1, jinak diver-
guje  20. konverguje neabsolutné (nejprve pouzijte substituci y = x2, pak konvergence plyne z
Dirichletova kritéria, pro divergenci integralu z absolutni hodnoty vyuzute odhad |sinz| > sin? x
a vyjadfeni pomoci dvojndsobného argumentu) 21. konverguje neabsolutné (postup je podobny
jako v pfedchozim pfikladu)  22. konverguje neabsolutné (Dirichletovo kritérium, divergence in-
tegralu z absolutni hodnoty se ukaze podobé jako v prechozich prikladech, navic se pouzije jesté
jednou srovnavaci kritérium) 23. konverguje absolutné pro a > 1, neabsolutné pro a € (0, 1],
diverguje pro a < 0 (divergence pro o < 0 se ukaze pomoci Bolzano-Cauchyovy podminky).  24.
konverguje absolutné pro a € (1,3), jinak diverguje  25. konverguje absolutné pro a € (1,3),
neabsolutné pro a € [0, 1), jinak diverguje.  26. konverguje absolutné pro « € (—2, —1), neabso-
lutné pro a € [—1,0), jinak diverguje.  27. konverguje absolutné



XI. OTEVRENE A UZAVRENE MNOZINY, VNITREK, UZAVER ...
1. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou oteviené ev. uzaviené, zjistéte jejich vnitiek, uzaveér,
vnéjsek, hranici a derivaci.
@)Q ()N, (){;IneN} () (-00,00U{zeQ|z>0}
Vsechny tyto mnoziny uvazujte (i) v R s obvyklou metrikou (ii) v roviné (R?) s euklidovskou
metrikou.
2. Rozhodnéte, zda nésledujici mnoziny jsou oteviené ev. uzaviené, zjistéte jejich vnitiek, uzaver,
vnéjsek, hranici.

a) A= {(z,y) €R* |z >0,y <0} b) B = {(z,y) € R? | 2° + ¢ + 2zy = 5};
C={(z,y,2) ER3 x>0,y >0,z +y=2,2<0}; d)D:{fGC[0,1]|f(%):2};

c)
e) E={feC[0,1]]| f(3) € (0,2)}; f) F={f60[0,1]|bff(w)d$=0}
g) G={(z,y) eR* ||z +y| >z +y} g) H={(z,y) eR? ||z —y| =2 —y}

3. Plati rovnosti U(a,d) = {z | p(a,x) <} a int{x | p(a,z) < §} = U(a,d) pro kazdé § > 0

a) v kazdém metrickém prostoru b) v normovaném linedrnim prostoru ?

4. Plati nasledujici rovnosti?

(i) M1 UMy = M; UMs; (ii) My N My = My N Ms; (iii) int My Uint Ma = int(M; U Ma);

(iv) int M; Nint My = int(M; N Ms);  (v) (M) = M’;

(vi) M CR,seR,s=supM = s€ M(s€ M' s € dM).

VYSLEDKY A NAvODY. (i) V R: (a) Neni oteviend ani uzaviend, intQ = extQ = ), Q' = 0Q =
Q =R. (b) Uzaviend, N = int N = ), ext N = R\N, N = 9N = N. (c¢) Neni oteviend ani uzaviena,
vnitiek je (), uzavér i hranice je {1 | n € N} U{0}, vngjsek R\ ({1 | n € N} U{0}), derivace je {0}.
(d) Neni otevienad ani uzaviend, vnitfek je (—o0,0), uzavér i derivace R, hranice [0, c0), vnéjsek
(). (ii) V roviné (jakozto podmnoziny osy x, kterou znac¢ime R): (a) Neni oteviend ani uzaviena,
intQ =0, extQ = R?\R, Q' = 90Q = Q = R. (b) Uzavfens, intN = (), ext N = R?>\N, N = ON = N.
(c) Neni oteviend ani uzaviend, vnitfek je (), uzavér i hranice je {1 | n € N} U {0}, vnéjsek
R2\ ({2 | n € N}U{0}), derivace {0}. (d) Neni oteviena ani uzaviena, vnitiek je (), uzver, derivace
i hranice R, vnéjsek R? \ R. 1. (a) Neni oteviend ani uzaviend, int A = {(z,y) | * > 0,y < 0},
ext A = {(z,y) | © < Oneboy > 0}, A = {(x,y) | z > 0,y > 0}, 04 = {(z,y) | (x > 0,y =
0)textnebo(z = 0,y < 0)}. (b) Uzaviend, int B = ), B = 0B = B, ext B = R?\ B. (c) Neni
oteviend ani uzaviena, intC = (), C = 9C = {(z,9,2) | ¢ > 0,y > 0,z +y = 2,z < 0},
extC = R*\ C. (d) Uzaviena, int D =0, D = 0D = D, ext D = {f | f(3) # 2}. (e) Otev¥ens,
intk = F, £ = {f | f(%) S [072]}7 OF = {f ‘ f(%) S {072}}7 ext b = {f ‘ f(%) ¢ [072]}'
(f) Uzaviena, int F = ), F = OF = F, extxF = {f | folf # 0}. (g) Oteviena, intG = G,
G={(z,y) |r+y <0}, 0G ={(z,y) | v +y =0}, ext G = {(x,9) | x + y > 0}. (h) Uzaviens,
intH = {(z,y) |z >y}, 0H = {(z,y) | z = y}, ext H = {(z,9) | z <y}, H=H. 2.V
metrickém prostoru platit nemusi (nap¥. diskrétni prostor a 6 = 1), ale v NLP plati. 3. Plati:
(i), (iv), (vi) — pifpad M a OM. Neplati: (ii), (iii), (v), (vi) — piipad M’.

XII. SPOCTETE PARCIALNI DERIVACE FUNKCI VSUDE, KDE EXISTUJI
1. z2™my™ 2. e B.xzytyz+zx 4. Jx2+y? 5. Y3 +yd 6. x|yl 7. Yy
8. |y —sinz| 9. |siny—sinz| 10. {/z+y? 11. f(x,y) = V22 +y-In(z? +5?), £(0,0) =0
—1 z .
12. f(z,y) = e 77, £(0,0) =0 13. (g) 14. 2% 15. 2¥



VYSLEDKY A NAvoDY. 1. % max™ tyn, g—‘; = na™y" ! pro (x,y) € R2. 2. % = ye*y

9 — xe® pro (r,y) € R2. 3. J;—y—f—z, gg =r+Y 5 9 — z +y pro (r,y,2) € R3. 4.

8y 0z

8 (z,y) = \/U;Tyz,g—]yc(x,y): s pokud (.y) # (0,0). 52(0,0) a §£(0,0) neexistuji. 5.
Lw,w) = gt B0 = e
(

pokud y # —ux. ﬂ(O 0) = ﬂ(0,0) =1, %(x, —x) a

%

% x, —x) neexistuji pro x #0. 6. ﬂ( y) = |y|sgnz pro x # 0. 8f(a; y) = |x| sgny pro y # 0.
%(0,0) = ﬂ(0,0) = 0. 8f(O y)proy # 0 a 3= 8 (a; 0) pro = # 0 neexistuji. 7. af( Y) = 3\3\2_2
pro z # 0. gi(aj y) = 3\/_ pro y # 0. af(o 0)_2—1’;(0 0) =0. gf(o y)proy;«éOa (:(: 0) pro

x # 0 neexistuji. 8. g£ (z,y) = —sgn(y —sinz) - cosz, g?’; (z,y) = sgn(y —sinz), pokud y # sin x.

g—i(x,sinx) neexistuje pro =z € R. %(% + km, (=1)%) = 0 pro k € Z. giC (x,sinz) neexistuje pro
xr# 5 +kr. 9. 8f ~(x,y) = coswsgn(sinx — siny), g—g(a:,y) = —cosysgn(sinz — siny), pokud
sinz # siny. ( +/€7r, 5Him) = ch(%-i-k'ﬂ', 5+im) =0prok,l € Z, k—Isudé. V ostatnich bodech
parcidlni derlvace neexistuji.  10. %(x, y) = Wﬁ, g—gj(w, y) = 3%/%, pokud z # —y?,

2xlog(m2—|—y2)+ x /224y aof

of 2 of 2 s 1137 8f _
Fo(—2%,x) a oy (—2%,x) neexistujiprox € R.  11. - (z,y) = 33 rTy) FrT o oy (z,y) =
,/ 2
;)%g/((z;i/)l + yxzfy:y, pokud y # —22%. V (z, —2?) neexistuji parcidlni derivace pokud z? +2* # 1,
pokud z2 4+ 2* = 1, jsou obé parcidlni derivace nulové. 12. g£ = ez2+w+y . (mszﬁg)z,

9f _ em2+xy+y x+2y

oy = . W pro (z,y) # (0,0); v bodé (0,0) jsou obé parcidlni derivace nulové.

z—1 z—1 z
af_z.z LOf 2z (2 L Of [z, z
13. Pokud z,y > 0 nebo z,y < 0, pak 3 - (y) S oy = T (y) ; Z-(y) logy.
14. Pokud =z > 0 a y # 0, pakaf:g~x%_1;g—izxgdogaj-%;%:—x% logz - % 15
Pokud z y > 0, pak 8f —y zv L a_}i =¥ -logz- 2y 1 8—£ =¥ -logz-y? - logy.

XIII UKAZKOVE PRIKLADY PRO 3.TEST

3
X . £ 27 3m 3m sinx-cosx
1. SpOCtete lntegra’ly a’) f% 2—|—sm x) fﬂ (2—|—cos x) sin ¢’ C) fﬂ' 5—|—2 sin z—cos x’ f “1+sinz dZL’

e) 23 fs“ dz, f) [} Y2 da, g Jin x+\/1+x2 )dz, h) ] (22)? 4z, ch) ) fy exp /z da,

+oo
1) f 11— 2I 1,27-]) f ) (m2+1)(m2—|—4)’ fl ﬁ
2. Urcete, pro které hodnoty parametru konverguji (absolutné pfipadné neabsolutné) integraly

a) [o° S;” arctg z dz, b) fol L dz, c) [° 111;62 dz, d) [,° =22t dg, e) [° lnilx;r{) dz,

£) ;7 Ipﬂﬁq, g) f02 In(cos z) tg? z dx, h)* [~ (cosz — e %) cxm %z, 1) [ si\rf; dz,
) Jy - @cos(at)d, k)* [7 ST+ 2) G

xP




VYSLEDKY A NAvODY. 1. 2. a) G (substituce y = tgz); b) $1In2 — 1 In(2 + %) — +In(1

%) + 3In(1 + %) (substituce y = cosx); ¢) 7 (substituce y = tg3); d) Integral neexistuje.

Integrand je spojity na (0, 37) a na ($m,3n), pfitom primitivni funkce v bodé 37+ ma nevlastni

limitu. e) % In2— % In13+ % In 7 (rozloZit na parcialni zlomky); f) v/2 — + ln yﬂ i1ln ?;i

(substituce y = vz +1); g) 1 (per partes 1-...); h) —3 In?2 —In2 + 1 (substltuce x = €Y, pak
per partes); ch) 2 (substituce z = y2, pak per partes); i) 7 (napf. substituce y = ;/El_i\_/g), K
(rozlozit na parcidlni zlomky); k) 7 (Eulerova substituce y = v/2? — 1 — x; nebo také nadvakrat,
nejprve substituce y = 22 a pak z = \/y —1). 3. a) Pro a € (1,3) konverguje absolutné, pro
a € (0, 1] konverguje neabsolutné, jinak diverguje. (U 0+ srovnat s 22~%; u +oo diky symetrické
verzi Abelova kritéria nehraje roli arctgx a to, kdy konverguje (absolutné) [| ST qx vime.) b)

T
Konverguje absolutné. (U 0+ srovname napfiklad s ﬁ’ v 1— ma vlastni limitu.) c¢) Konverguje

absolutné. (U 0+ srovndme napfiklad s %, u 400 napiiklad s 273/2.) d) Konverguje absolutné pro
p € (2,4), jinak diverguje (U 0+ srovname s 2377, u +oo s 21 7P.) e) Konverguje absolutng. (U 0+
srovname naptiklad s \/_, u oo napiiklad s z75/4.) f) Konverguje absolutné, pokud max{p, ¢} > 1

amin{p, ¢} < 1, jinak diverguje. (U 0+ srovname s z~ P4} y 400 s = ™2x{P:a} ) g) Konverguje
absolutné pro p € (=3, 1), jinak diverguje. (U 0+ srovname s x2*?. U 5— pro p < 1 srovname s

s

(T — x)_izp, prop>1s %1_96) h) Konverguje absolutné pro a € (1, 5) neabsolutné pro a € (0, 1],

2
jinak diverguje. (U 0+ srovname s x*~¢

s vyuzitim Taylorova rozvoje. U 400 pro a > 1 srovhame
2

s 7% Pro a < 1 ukdZeme, Ze ¢len e~ = konvergenci ani absolutni konvergenci neovliviiuje.) i)
Diverguje. (U 0+ sice konverguje, protoze tam mé integrand limitu nula; u +oo v8ak diverguje,
vyjadiime sin? z = #) j) Konverguje neabsolutné. (Substituci z¢ = y pifevedeme na integral
CosS T

W) k) Konverguje neabsolutné pro p € (0,2), jinak diverguje. (Rozdélime na [ a fol.

—Q

Nejprve vysetiime floo, v ném provedeme substituci y = x + % a vysledny integral vysetiime

podobné jako floo Sim“”” dz. V integralu fol provedeme substituci y = l , vysledny integral bude mit
stejny tvar Jako fl pro JlIlOu hodnotu p, a tedy muizeme poumt vysledek vysetrovanl fl .

XIV. LIMITA, SPOJITOST A TOTALNI DIFERENCIAL FUNKCI VICE PROMENNYCH
ZJISTETE, ZDA EXISTUJI LIMITY, A EXISTUJI-LI, SPOCTETE JE

1. lim ——24y g iy YU g gy sinG@Piy®) gy, Locos(e®iy?)
C 250 Val+y?41-1 T 250 z?+y? G ST 0 (@2+y?)z?y?
y—0 y—0 y—0 y—0
1
e #Tty? : 2, 2\77,7 : a?y : S R |
. —4,..4 . i Y . T2, 21 (N2 . - -
5 ili% e 6 ili% (1 + x%y®) 7 ili% P e 8 ili% (x4 y)sin  sin ;
y—0 y—0 y—0 y—0
. i . 2,2 . 2 5i . 2—Cos T—Cos
9. lim %%  10. lim (22 2)z"y 11. lim Z522Y 12, lim 2=C95%—C08Y
x—0 z x—0 ( + Y ) x—0 x2+y? x—0 w2 +y?
y—3 y—0 y—0 y—0
z(x?+y?)? o 24y’ . sin(yz?) : z8
13. I oostrrgy 14 1M Gepe 15 D S 16 T o
y—0 y—0 y—0 y—0
LZE NASLEDUJICI FUNKCE SZPOJITE ROZSIRIT NA CELOU ROVINU 7
T4y Ty Ty smxy 1—cos(z*+y~)
17. Tt 18. o 19. Tt 20. 21. SCEETar
22. (x + y) sin % sin % 23. zysin % sin i 24. 33 sin % sin %
URCETE, V KTERYCH BODECH MAJI NASLEDUJICI FUNKCE TOTALNI DIFERENCIAL (A SPOCTETE JEJ)
25. vy + yz + zx 26. /22 + y? 27. /a3 +y3 28. |z| - |y 29. 3/xy

30. |y — sinz| 31. |Siny—sinx| 32. Y+ 42
—1
33. f(z,y) = ¥/22 +y-In(z? +42), £(0,0) =0 34. f(z,y) = e@Fe1?, £(0,0) =0



VYSLEDKY A NAvVODY. 1. 2 (rozsifime a pak dosadime) 2. 0 (roz$ifime a pak pouZijeme
pravidlo ,omezend krat s limitou nula“) 3. 0 (odhadneme |sin(z3 +y3)| < |23+ 33| < |22 +|y|3
a pak pouzijeme pravidlo ,omezend krat s limitou nula®) 4. Neexistuje — funkce neni definovana
na prstencovém okoli bodu (0,0). Limita pfes mnozinu {(x,y) : ¢ # 0 # y} je +00. 5.0 6.1
7. Neexistuje. 8. Neexistuje, protoze funkce neni definovanéd na prstencovém okoli bodu (0, 0).
Limita pfes mnozinu {(z,y) : * # 0 # y} je 0. 9. Neexistuje, protoze funkce neni definovana
na prstencovém okoli bodu (0,3). Limita pfes mnozinu {(z,y) : = # 0} je 3.  10. 1 11. 0
(pouZijeme pravidlo ,omezend krat s limitou nula“)  12. % (je mozné pouzit Taylorav rozvoj
druhého Fadu pro cos(x) a pro cos(y).) 13. 0 14. +oo (pocitame limitu pfevracené hodnoty
a pouzijeme vyjadieni z¢ + y* = (22 + y?)? — 222y?)  15. Neexistuje (po osach je limita 0, po
parabole y = 2?2 je limita %) 16. Neexistuje, protoze funkce neni definovana na prstencovém okoli
bodu (0,0). Limita pfes mnozinu {(x,y) : * # —y} rovnéz neexistuje, protoze po oséach je limita 0
a po parabole y = z? je limita 1.  17. Ne. 18. Ano. f(0,0)=0 19. Ano. f(0,0) =0 20.
Ano. f(0,y) =y 21. Ne, viz ptiklad 4. 22. Ne.  23. Ano, na osich dodefinovat hodnotou
0. 24. Ne.

Poznamka: V prikladech 25-34 se pouzivaji parcialni derivace téchto funkci, které se pocitaly v
ptikladech 3-12 za sady XII.  25. df (z,y, 2)(u,v,w) = (y + z)u+ (x + 2)v + (r + y)w, existuje na

R3.  26. df(z,y)(u,v) = \/xxz’jryz + \/xyziyz, na R?\ {(0,0)}. 27. df(z,y)(u,v) = (szzw +

W, naR?\{(a, —a);a € R}, df(0,0) neexistuje. ~ 28. df (z,y)(u,v) = |y|-sgnz-u+|x|-sgny-
vprox # 0,y #0. df(0,0) =0. 29.df(z,y)(u,v) = Q/@ﬁu—i—% 3%}y_2~v prox # 0,y # 0.
df (0, 0) neexistuje. ~ 30. df (x,y)(u,v) = —sgn(y—sinz)-cos x-u+sgn(y—sin x)-v, pokud y # sin z.

31. df (z,y)(u,v) = coszxsgn(sinz — siny) - u — cosysgn(sinz — siny) - v, pokud sinz # siny.

df (3 + km, % + 1) = 0 pro k,l € Z, k — 1 sudé.  32. df (z,y)(u,v) = 3%/(x“+y2)2 + 3%/(2;’:?/2)2,

pokud z # —y.  33. df (z,y)(u,v) = <2xlog(m+y2) + 2 xzﬂ/) 'u+< e xzﬂ/) v,

3 @rryE | T 3/ ity | O

=1 x
pokud yf —22. df(a,—a?) =0, pokud a®?+a* =1. 34. df(x,y)(u,v) = e=>+eviv? . Wfﬂg%g)z .
U+ e=?tevty® . % v pro (z,y) # (0,0). df(0,0) = 0. Parcialni derivace jsou spojité na

R2.



