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Piiklad 1: Necht p € (1,00). Necht f € LP(T). Ukazte, ze funkce F(z) = Y -, f(n)z" (kde
f(n) jsou Fourierovy koeficienty f) patii do prostoru H? a odhadnéte jeji normu.
Pouzijte pritom nasledujici vétu: Pro readlnou harmonickou funkci f na D ozna¢me fkonjugovanou
harmonickou funkci (tj. f je realnd harmonické funkce na I, f(O) =0, f+if je holomorfni). Necht
p € (1,00). Pak existuje konstanta C,, > 0, zZe Hf”,, < Cp||fllp pro kazdou redlnou f € h, (|| - ||,
oznacuje normu v hp).
Néavod:
(a) Ukazte, Ze pro f redlnou plati f(—n) = fA(n) pro vSechna n € Z.
(b) P[f] necht oznacuje Poissontiv integral funkce f. Ukazte, ze P[f] € hy a ||P[f]|l, < || f|lLe-
(Ozna¢me ¢ sdruzeny exponent k p, necht, g € L%(T). Dokazte, ze pro kazdé r € [0,1)
= |7 _P[fl(re")g(e™) dt| < || f|lzellgl|a. Odsud odvodte nerovnost norem.)
(¢) Nyni necht f € LP(T) je pevné redlnd funkce. Oznaéme g = P[f] a G = g+ig. S pouzitim
(b) a véty z ivodu k pfikladu ukazte, ze G € HP a napiste pfislusny odhad normy.
(d) Necht G* je funkce vznikld z G jako ve V&té 1.20. Oznacme ]?: Im G*. S pouzitim vét z
Kapitoly I ukaizte, ze Re G* = f a P[f] = §. Ukaite, ze || fllzr < Cpllf|lzr-
(e) Necht >° ) anzy, je vyjadieni G mocninnou fadou na D. Ukazte, Ze pro n > 0 je é\*(n) =

plati

an apron <0 je é:(n) = 0. (K druhému tvrzeni pouzijte Vétu 1.21, k prvnimu definici
Fourierovych koeficienti, vzorec pro vypocet koeficienttt mocninné fady a limitni pfechod.)
(f) S pouzitim (a) a (e) dokaite, ze pro n < 0 je f(n) = if(n), pron > 0 je f(n) = if(n) a
f(n) = 0. Odtud odvodte vztah mezi F' a G a dokonéete diikaz pro piipad redlné f.
(g) Piipad komplexni f odvodte z redlného p¥ipadu pomoci rozkladu na redlnou a imagindrni
Cast.
Piiklad 2: Uvazme funkci f(z) = zg—lﬂ definovanou ma maximalni oteviené mnoziné, na které
je holomorfni. Popiste inverzni analytickou funkci g k f. Tj., urCete asponn jeden analyticky
element, ktery ji generuje. Dale urcete jeji defini¢ni obor a pro kazdy bod definicniho oboru
pocet riznych analytickych elementd, jejichz je stfedem. Navic popiste analytické pokracovani
jednotlivych elementi podél kruznic o stfedu 0 v zavislosti na poloméru.

P¥iklad 3: Necht n > 2 a Q2 C C" je omezen4 oblast. Necht f : Q — C je spojita funkce, ktera je
holomorfni na Q. Ukazte, ze f(0Q) = f(Q).
Néavod:

(i) Ukazte, ze staci dokdzat, Ze pokud f nabyva nuly na €2, pak nabyva nuly i na 9.

(ii) Pfedpokladejme, Ze f nabyva nuly na €, ale ne na f~1(Q). Ukazte, ze K = f~1(0) je
neprazdna kompaktni podmnozina 2.

(iii) Necht a € C™\Q je zvolen libovolng, dale pevné. Necht b je prvek K, ktery je nejvzdalendjsi
od a. Dokazte, ze existuje.

(iv) Necht u € C" je n&jaky nenulovy prvek, ktery je kolmy na b —a. Prom € Nar > 0
definujme funkci jedné komplexni proménné vzorcem ¢ r(z) = f(a+ L (b —a) + rzu).
Ukazte, Ze existuje r > 0 a mg € N tak, ze pro m > mg je funkce ¢, (z) definovana
alespoii na D a je holomorfni na .

(v) Zvolme r a mg z bodu (iv). Ukazte, Ze funkce @y, , nenabyva nuly na D. (Vyuzijte volbu
b au.)

(vi) Ukazte, Ze funkce ¢y, » konverguji (pro m — oo) na D stejnomérné k holomortni funkei ¢,.
Spoctéte tuto funkci a ukazte, Ze o, neni konstantni nulové funkce, ale plati ¢,,(0) = 0.

(vii) Odvodte spor s Rouchéovou (nebo Hurwitzovou) vétou.

Orienta¢ni hodnoceni:

Na vypracovani jsou 3 hodiny. Ke slozeni zkousky je tfeba vyfesit alespoii 50%, na zndmku
velmi dobfe alespoti 60%, na zndmku vyborné alespont 75%. Tyto hodnoty jsou orientalni,
pfipadné nejasnosti je mozné vyjasnit v ramci nasledného tstniho pohovoru.



