
VI.4 Konstruk
e holomorfní
h a meromorfní
h funk
í

Znaèení. Pro z ∈ C polo¾me

E
0

(z) = 1− z,

Em(z) = (1− z) exp

(

z +
z2

2

+ · · ·+
zm

m

)

, m ∈ N.

Lemma 17. Pro m ∈ N ∪ {0} a |z| ≤ 1 platí |1− Em(z)| ≤ |z|m+1

.

Vìta 18 (Weierstrassova vìta o faktoriza
i). Ne
h» k ∈ N ∪ {0}, (zj)
je posloupnost komplexní
h èísel, zj 6= 0 pro j ∈ N a zj → ∞. Polo¾me

f(z) = zk
∞
∏

j=1

Ej−1(
z

zj
), z ∈ C.

Pak uvedený nekoneèný souèin konverguje lokálnì stejnomìrnì na C, f

je 
elá funk
e, která má v nule koøen násobnosti k (pokud k = 0, není 0

koøenem) a zj , j ∈ N, jsou v¹e
hny její nenulové koøeny, pøièem¾ násob-

nost koøenu w ∈ C \ {0} je rovna poètu výskytù èísla w v posloupnosti

(zj).

Naví
, ka¾dá 
elá funk
e s tými¾ koøeny vèetnì násobnosti je tvaru

f(z) · eL(z), kde L je 
elá funk
e.

Dùsledek 19. Ka¾dá funk
e meromorfní na C je podílem dvou 
elý
h

funk
í.

Vìta 20 (Mittag-Le�er). Ne
h» (zj) je prostá posloupnost kom-

plexní
h èísel splòují
í

0 = |z
0

| < |z
1

| ≤ |z
2

| ≤ |z
3

| ≤ . . .

a zj → ∞; H
0

, H
1

, H
2

, . . . jsou polynomy splòují
í Hj(0) = 0 pro j ∈
N ∪ {0}. Pak existují polynomy P

1

, P
2

, . . . takové, ¾e polo¾íme-li

f(z) = H
0

(

1

z
) +

∞
∑

j=1

(Hj(
1

z − zj
)− Pj(z)),

pak uvedená øada konverguje v následují
ím smyslu: Pro ka¾dé R > 0

tato øada, z ní¾ vyne
háme ty èleny, pro které je |zj | ≤ R, konverguje

stejnomìrnì na U(0, R). Výsledná funk
e f je meromorfní na C, je holo-

morfní na C \ {zj : j ∈ N ∪ {0}}, hlavní èást Laurentova rozvoje v

prsten
ovém okolí bodu zj je Hj(
1

z−zj
) (pro j ∈ N ∪ {0}).



Vìta 21 (Cau
hyova metoda). Ne
h» f je meromorfní na C, póly má

právì v bode
h zj , j ∈ N, kde (zj) je prostá posloupnost splòují
í zj → ∞
a

0 < |z
1

| ≤ |z
2

| ≤ |z
3

| ≤ . . . ,

pøièem¾ hlavní èást Laurentova rozvoje v prsten
ovém okolí bodu zj je

Hj(
1

z−zj
), kde Hj je polynom (pro j ∈ N). Pøedpokládejme dále, ¾e

existují posloupnosti kladný
h èísel (Rn) a (εn), C > 0 a � ∈ N ∪ {0}
tak, ¾e platí

• Rn → ∞, εn → 0;

• |f(z)| ≤ εn|z|
�+1

pro |z| = Rn.

Pak platí

f(z) =

�

∑

k=0

f (k)(0)

k!
zk+ lim

n→∞

∑

|zj |<Rn

(Hj(
1

z − zj
)−Pj(z)), z ∈ C\{zj : j ∈ N},

kde Pj je souèet první
h �+ 1 èlenù Taylorova rozvoje funk
e Hj(
1

z−zj
)

v okolí bodu 0.

Poznámka. Analogie Vìty 18, Dùsledku 19 a Vìty 20 platí pro libo-

volnou vlastní otevøenou podmno¾inu C. Pøíslu¹nou analogii Vìty 20

doká¾eme v kapitole VII jinými metodami; analogie Vìty 18 a Dùsledku

19 budou obsahem jednoho z referátù. Vìta 21 je spe
i�
ká pro C.


