V1.3 Vsuvka o nekonec¢nych soucinech

Definice.

e Nekonecnym soucinem rozumime symbol

(*) 11 an,

kde (a,,) je posloupnost komplexnich ¢isel.
e Hodnotou nekonecného soucinu (*) rozumime limitu

n
lim H ag,
n—00
k=1

pokud tato limita existuje. Tuto hodnotu pak oznacujeme rovnéz
symbolem (*).

Poznamky:

(1) Hodnota nekone¢ného soucinu nemusi byt definovana. Pokud je
definovana, miize to byt nula, konec¢né nenulové ¢islo nebo co. Pro
soucin realnych ¢isel l1ze také uvazovat hodnotu +o0o nebo —oc.

(2) Pokud je a,, = 0 alespon pro jedno n € N, je hodnota nekone¢ného
souc¢inu nulova (bez ohledu na hodnoty ostatnich ¢lenti posloup-
nosti).

(3) Hodnota soucinu mize byt nulova i v pripadé, Ze vSechny ¢&leny
posloupnosti (a,) jsou nenulové.

Véticka 13 (nutnd podminka konvergence).  Necht hodnota nekonec¢ného

soucinu (*) je konecné nenulové ¢islo. Pak lim a, = 1.
n— o0

Poznamky:

(1) Podminka ve Véticce 13 je nutna, nikoli postacujici. A to ani v
ptipadé, Ze vSechny ¢leny posloupnosti (a,,) jsou nenulové.
(2) Pokud je hodnota nekone¢ného soucinu (*) nulovd, lim a,, nemusi
n

existovat, posloupnost (a,) nemusi byt ani omezena (ani v p¥i-
padé, Zze obsahuje jen nenulové ¢leny). Svédéi o tom napiiklad
soucin

[[r 0" =1.20.37% .4V 573 6" . 77%... = 0.
n=1



Véta 14.  Necht (a,) je posloupnost komplexnich ¢isel spliujici

o

Z\l—an\<oo.

n=1
Pak plati:
(i) Hodnota nekonecného soucinu [[,_; a,, je konecné ¢islo.
(ii) Pokud zadny z ¢lent posloupnosti (a,) neni nulovy, pak hodnota
nekonecného soucinu je nenulova.

(iii) Pro kazdou permutaci (n;) prirozenych cisel plati

[e.@) oo
Hj:l an; = 1,21 an-

Disledek 15. Necht A je neprdzdna mnoZina a (u,) posloupnost
omezenych komplexnich funkci definovanych na A takova, ze rada
> >, |1 —uy| konverguje stejnomérné na mnoziné A. Pron e Naz € A
oznacme

fule) = [T (e)

Pak plati:

(a) Funkce f, konverguji stejnomérné na A k néjaké funkci f.
(b) Pro kazdou permutaci (n;) prirozenych cisel plati

f(z):Hunj(Z), z € A.

(c) Je-li f(z9) = 0 pro néjaké zy € A, pak existuje n € N, pro které
un(z0) = 0.
Dusledek 16.  Necht 2 C C je neprazdna oblast a (u,,) je posloupnost
holomorfnich funkci definovanych na (), z nichz zadna neni konstatni
nulovd funkce. Predpoklddejme, Ze fada Y .., |1 — u,(z)| konverguje
lokalné stejnomérné na (). Pak funkce

f(z) = H un(2), z€Q,

je holomorfni na ) a neni konstantné rovna nule. Navic, pokud zy € 2
je korenem funkce f, pak mnozina

M ={n € N;u,(29) =0}
je neprazdna a konecna a pro nasobnost korenu zy plati (pri znaceni z
Véty 5)

N¢(z0) = Y Nu,(20).
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