VIII.3 Konformni ekvivalence

Lemma 7 (Schwarzovo).  Necht f je holomorfni na U(0,1) spliujici f(0) = 0 a
|f(2)| <1 pro vSechna z € U(0,1). Pak plati

e |f(2)] < |z| pro kazdé z € U(0,1),

o [/(0) <1
Jestlize navic bud’ |f’(0)| = 1 nebo alespoii pro jedno z € P(0,1) plati |f(z)| = |z|, pak
existuje takové a € C, |a| =1, Ze f(z) = az pro vSechna z € U(0,1).

Véta 8 (Riemannova).  Necht G S C je oblast, pro kterou C\ G je souvisld. Pak
existuje konformni zobrazeni G na U(0,1).

Definice. Oblasti Gy, G2 C C se nazyvaji konformné ekvivalentni, jestlize existuje kon-
formni zobrazeni GG; na Gs.

Poznamka. 7 Véty 5 plyne, 7ze kazdé dvé oblasti G, G» ; C se souvislym doplnkem
v C jsou konformné ekvivalentni.

Disledek 9. Necht G C C je oblast (tj. oteviena souvislda mnoZina), pro kterou
C\ G je souvisla. Pak plati:
(1) G je konformné ekvivalentni C, pravé kdy# G = C.
(2) G je konformné ekvivalentni C, pravé kdyz C\ G obsahuje pravé jeden bod.
(3) G je konformné ekvivalentni U (0, 1), pravé kdyz C\ G obsahuje aspoii dva body.
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plati netrivialni tvrzeni:
(1) Mezikruzi P(aq,7m1,R1) a P(ag,r2, R2) (kde a; € C, 0 < r; < R; < 400 pro
j = 1,2) jsou konformné ekvivalentni, pravé kdyz f—ll = If—;.

(2) Necht 1 < R < 4o00. Pak kazdé konformni zobrazeni mezikruzi P(0,1, R) na
sebe je bud tvaru f(z) = az, kde |a| = 1, nebo tvaru f(z) = 2£, kde |a| = 1.

Definice. Necht 2 C C je oblast. Rekneme, Ze Q je jednodu$e souvisld, pokud pro
kazdou uzavienou kiivku ¢ : [0, 1] — Q existuje spojité zobrazeni H : [0,1] x [0,1] — Q
s vlastnostmi

(1) H(0,1) = (t) pro ¢ € [0,1],

(2) H(s,0)= H(s,1) pro s € [0,1],

(3) zobrazeni H(1,-) je konstantni na [0, 1];

tj., pokud kazda uzaviena kiivka v €2 je v {2 homotopicka s konstantni kiivkou.

Véta 10 (charakterizace jednoduSe souvislych oblasti). Necht 2 C C je oblast.
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(a) Q je homeomorfni jednotkovému kruhu U (0, 1).
) Q je jednoduse souvisla.
) Pro kazdou uzavienou cestu ¢ v § a kazdy bod z € C\ Q je ind, z = 0.
) MnoZina C\ Q je souvisla.
(e) Polynomy jsou husté v H ().
) Pro kazdou uzavienou cestu ¢ v Q2 a kazdou f € H(Q) plati f(p f=0.
) Kazda holomorfni funkce na Q@ ma v Q primitivni funkci.
) Pro kazdou f € H(Q)), kterd na Q nenabyva nuly, existuje g € H(Q) spliiujici
f(z) = exp(g(2)), = € Q.
(i) Pro kazdou f € H(QY), ktera na 2 nenabyva nuly, existuje h € H () spliujici
f(z) =h(2)?% 2 € Q.



