FUNKCIONALNI ANALYZA 2

PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE -~ LS 2023/2024

PRIKLADY KE KAPITOLE XI

Priklad 1. Ukazte, ze na Banachové algebre ('(Z) (viz Pifklad 12 ke Kapitole X) nee-
xistuje involuce a ekvivalentni norma, se kterou by to byla C*-algebra.

Navod: Uvazte Gelfandovu transformaci (viz Priklad 41 ke Kapitole X) a ukazte, Ze jeji obor
hodnot je vlastni husty podprostor C(T). Ndsledné pouzijte Vétu XI.9.

Priklad 2. Ukazte, Ze na Banachové algebre L'(R) (viz Pifklad 14 ke Kapitole X) nee-
xistuje involuce a ekvivalentni norma, se kterou by to byla C*-algebra.

Navod: Uvazte Gelfandovu transformaci a jeji vztah k Fourierové transformaci (viz Priklad 43
ke Kapitole X), pouzijte znamy fakt, Ze Fourierova transformace neni na Co(R™) a Vétu XI.9.

Piiklad 3. Necht A = C(K), necht g € A a necht F' je funkce spojitd na o(g) = g(K).
Ukazte, ze F(g) = F og.

Priklad 4. (1) Necht A je komutativni C*-algebra a x € A. Ukazte, Ze x je samoad-
jungovany, prave kdyz o(z) C R.
(2) Plati tato ekvivalence i pro nekomutativni C*-algebry?

Navod: (1) Pro implikaci = pouzijte Tvrzeni XI.8. Pro opaénou implikaci si uvédomte, Ze
turzend plati v Co(T') a pouzijte Vétu X1.9. (2) Protipriklad na implikaci < najdéte v maticové
algebie Ms.

Piiklad 5. Nechf A je C*-algebra. Rekneme, ze prvek z € A je nezaporny, pokud je
samoadjungovany a o(z) C [0, +00).

Ukazte, ze kazdy samoadjungovany prvek lze vyjadrit jako rozdil dvou nezédpornych
prvka.

Navod: PouZijte spojity funkéni kalkulus pro funkce t — t+ at >t

Priklad 6. Necht A je C*-algebra s jednotkou, # € A norméalni prvek a f € C(o(x)).

(1) Ukaite, 7e f(z) je normélni prvek.

(2) Ukazte, ze fv(x) je samoadjungovany prvek, pravé kdyz funkce f nabyva pouze
redlnych hodnot.

(3) Ukazte, ze f(x) je nezaporny prvek, prave kdyz funkce f nabyva pouze nezapornych
hodnot.

(4) Ukazte, ze f(x) je invertibilni prvek, pravé kdyz funkce f nenabyva hodnoty 0.

Piiklad 7. Necht A je C*-algebra a z,y € A jsou dva nezdporné prvky, které komutuji
(tj. zy = yx). Ukazte, ze xy je také nezaporny prvek.

Navod: Necht B je uzaviend podalgebra A generovand x ay. Pak B je komutationi C*-algebra.
Pouzigte Vétu XI1.9 a skutecnost, Ze tvrzend plati v Co(2).
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Piiklad 8. Necht A je C*-algebra s jednotkou e a # € A je normalni prvek. Oznacme
B uzavienou podalgebru A generovanou prvky x,x*,e a By uzavienou podalgebru A
generovanou prvky x, x*.
(1) Ukazte, ze B = By, pravé kdyz « je invertibilni v A.
(2) Nechf f € C(o(z)). Ukaite, ze f(z) € B.
(3) Nechf f € C(o(x)). Ukaizte, ze f(x) € By, pravé kdyz bud  je invertibilni nebo
f(0) =0.

Navod: (1) Implikace < je ziejmd. Pokud x nend invertibilnd, odvod’te z Véty XI.15, Ze By ne-
obsahuge e. (2) Pouzijte Vétu XI1.14. (3) Implikace < plyne z (1) a z Véty XI.15. Predpoklddejme,
Ze x nend invertibilng (tj. 0 € o(x)) a f(0) # 0. Protoze funkénd kalkulus je izomorfismus C(o(x))
na B a zdrover izomorfismus Co(o(x) \ {0}) na By, staci si uvédomit, zZe f ¢ Co(o(x) \ {0}).

Piiklad 9. Méjme stejnou situaci jako v Pifkladu 8 a navic necht f € C'(o(x)). Oznaéme
D uzavienou podalgebru A generovanou prvky f(z), f(z)*, e a Dy uzavienou podalgebru
A generovanou prvky f(z), f(z)*.

(1) Ukazte, ze D C B a Dy C By.

(2) Ukazte, ze D = Dy, pravé kdyz f nenabyvé nuly.

(3) Uvazme diagram

kde r(¢) = ¢|p pro ¢ € A(B) a h; a hj,) jsou zobrazenf z konstrukce spojitého
kalkulu ve Véte XL14, tj. ha(p) = @(x) a hj, () = ¢(f(x)). Ukazte, Ze tento
diagram komutuje, tj. f o h, = hf(x) or.
(4) Z predchoziho bodu odvodte, ze pro kazdou g € C(o(f(z))) plati §(f(z)) =
go f(x).
Navod: (2) Pouzijte Priklad 8(1). (3) Je tieba dokdzat o(f(x)) = f(p(x)). K tomu pouzijte
definici spojitého funkéniho kalkulu a definici Gelfandovy transformace. (4) PouZijte bod (3) a
definici spojitého funkcniho kalkulu.

Piiklad 10. Necht A je C*-algebra a x € A je nezdporny prvek.
(1) Ukaizte, Ze existuje nezdporny prvek y € A splitujici y? = .
(2) Je takové y jednoznacéné urceno?

Navod: (1) PouZijte spojitsj kalkulus pro funkcit — \/t na prvek x. (2) Nechl z je nezdporns
prvek spliugict 22 = = a y je prvek ziskang postupem z bodu (1). Pomoci Prikladu 9(4) apliko-
vaného na f(t) =t a g(t) = /'t ukaste, Ze z = y.



