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PŘÍKLADY PRO POROZUMĚNÍ LÁTCE – LS 2023/2024

PŘÍKLADY KE KAPITOLE XI

Př́ıklad 1. Ukažte, že na Banachově algebře ℓ1(Z) (viz Př́ıklad 12 ke Kapitole X) nee-
xistuje involuce a ekvivalentńı norma, se kterou by to byla C∗-algebra.

Návod: Uvažte Gelfandovu transformaci (viz Př́ıklad 41 ke Kapitole X) a ukažte, že jej́ı obor

hodnot je vlastńı hustý podprostor C(T). Následně použijte Větu XI.9.

Př́ıklad 2. Ukažte, že na Banachově algebře L1(R) (viz Př́ıklad 14 ke Kapitole X) nee-
xistuje involuce a ekvivalentńı norma, se kterou by to byla C∗-algebra.

Návod: Uvažte Gelfandovu transformaci a jej́ı vztah k Fourierově transformaci (viz Př́ıklad 43

ke Kapitole X), použijte známý fakt, že Fourierova transformace neńı na C0(Rn) a Větu XI.9.

Př́ıklad 3. Necht’ A = C(K), necht’ g ∈ A a necht’ F je funkce spojitá na σ(g) = g(K).
Ukažte, že F̃ (g) = F ◦ g.

Př́ıklad 4. (1) Necht’ A je komutativńı C∗-algebra a x ∈ A. Ukažte, že x je samoad-
jungovaný, právě když σ(x) ⊂ R.

(2) Plat́ı tato ekvivalence i pro nekomutativńı C∗-algebry?

Návod: (1) Pro implikaci ⇒ použijte Tvrzeńı XI.8. Pro opačnou implikaci si uvědomte, že

tvrzeńı plat́ı v C0(T ) a použijte Větu XI.9. (2) Protipř́ıklad na implikaci ⇐ najděte v maticové

algebře M2.

Př́ıklad 5. Necht’ A je C∗-algebra. Řekneme, že prvek x ∈ A je nezáporný, pokud je
samoadjungovaný a σ(x) ⊂ [0,+∞).
Ukažte, že každý samoadjungovaný prvek lze vyjádřit jako rozd́ıl dvou nezáporných

prvk̊u.

Návod: Použijte spojitý funkčńı kalkulus pro funkce t 7→ t+ a t 7→ t−.

Př́ıklad 6. Necht’ A je C∗-algebra s jednotkou, x ∈ A normálńı prvek a f ∈ C(σ(x)).
(1) Ukažte, že f̃(x) je normálńı prvek.

(2) Ukažte, že f̃(x) je samoadjungovaný prvek, právě když funkce f nabývá pouze
reálných hodnot.

(3) Ukažte, že f̃(x) je nezáporný prvek, právě když funkce f nabývá pouze nezáporných
hodnot.

(4) Ukažte, že f̃(x) je invertibilńı prvek, právě když funkce f nenabývá hodnoty 0.

Př́ıklad 7. Necht’ A je C∗-algebra a x, y ∈ A jsou dva nezáporné prvky, které komutuj́ı
(tj. xy = yx). Ukažte, že xy je také nezáporný prvek.

Návod: Necht’ B je uzavřená podalgebra A generovaná x a y. Pak B je komutativńı C∗-algebra.

Použijte Větu XI.9 a skutečnost, že tvrzeńı plat́ı v C0(Ω).
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Př́ıklad 8. Necht’ A je C∗-algebra s jednotkou e a x ∈ A je normálńı prvek. Označme
B uzavřenou podalgebru A generovanou prvky x, x∗, e a B0 uzavřenou podalgebru A
generovanou prvky x, x∗.

(1) Ukažte, že B = B0, právě když x je invertibilńı v A.

(2) Necht’ f ∈ C(σ(x)). Ukažte, že f̃(x) ∈ B.

(3) Necht’ f ∈ C(σ(x)). Ukažte, že f̃(x) ∈ B0, právě když bud’ x je invertibilńı nebo
f(0) = 0.

Návod: (1) Implikace ⇐ je zřejmá. Pokud x neńı invertibilńı, odvod’te z Věty XI.15, že B0 ne-

obsahuje e. (2) Použijte Větu XI.14. (3) Implikace ⇐ plyne z (1) a z Věty XI.15. Předpokládejme,

že x neńı invertibilńı (tj. 0 ∈ σ(x)) a f(0) ̸= 0. Protože funkčńı kalkulus je izomorfismus C(σ(x))
na B a zároveň izomorfismus C0(σ(x) \ {0}) na B0, stač́ı si uvědomit, že f /∈ C0(σ(x) \ {0}).

Př́ıklad 9. Mějme stejnou situaci jako v Př́ıkladu 8 a nav́ıc necht’ f ∈ C(σ(x)). Označme

D uzavřenou podalgebru A generovanou prvky f̃(x), f̃(x)∗, e a D0 uzavřenou podalgebru

A generovanou prvky f̃(x), f̃(x)∗.

(1) Ukažte, že D ⊂ B a D0 ⊂ B0.
(2) Ukažte, že D = D0, právě když f nenabývá nuly.
(3) Uvažme diagram

∆(B)
hx //

r

��

σ(x)

f
��

∆(D)
hf̃(x)

// σ(f̃(x))

,

kde r(φ) = φ|D pro φ ∈ ∆(B) a hx a hf̃(x) jsou zobrazeńı z konstrukce spojitého

kalkulu ve Větě XI.14, tj. hx(φ) = φ(x) a hf̃(x)(ψ) = ψ(f̃(x)). Ukažte, že tento
diagram komutuje, tj. f ◦ hx = hf̃(x) ◦ r.

(4) Z předchoźıho bodu odvod’te, že pro každou g ∈ C(σ(f̃(x))) plat́ı g̃(f̃(x)) =

g̃ ◦ f(x).

Návod: (2) Použijte Př́ıklad 8(1). (3) Je třeba dokázat φ(f̃(x)) = f(φ(x)). K tomu použijte

definici spojitého funkčńıho kalkulu a definici Gelfandovy transformace. (4) Použijte bod (3) a

definici spojitého funkčńıho kalkulu.

Př́ıklad 10. Necht’ A je C∗-algebra a x ∈ A je nezáporný prvek.

(1) Ukažte, že existuje nezáporný prvek y ∈ A splňuj́ıćı y2 = x.
(2) Je takové y jednoznačně určeno?

Návod: (1) Použijte spojitý kalkulus pro funkci t 7→
√
t na prvek x. (2) Necht’ z je nezáporný

prvek splňuj́ıćı z2 = x a y je prvek źıskaný postupem z bodu (1). Pomoćı Př́ıkladu 9(4) apliko-

vaného na f(t) = t2 a g(t) =
√
t ukažte, že z = y.


