X1.4 Vyznacné typy prvku C*-algeber

Poznamka: V tomto oddilu definujeme nékolik specialnich typa prvka C*-
algeber a ukazeme, jakou roli hraji v zakladnich ptrikladech C*-algeber. Budeme
pouzivat nasledujici znaceni:

A ... obecna C*-algebra;

e H ... komplexni Hilberttiv prostor;

e L(H) ... C*-algebra omezenych linedrnich operatorti na H (s opera-
torovou normou, operaci skladani a involuci definovanou jako adjungo-
vany operator);

Q ... Hausdorffiv lokalné kompaktni prostor;

Co(QQ) ... C*-algebra spojitych funkci na Q s limitou 0 v nekone¢nu
(se supremovou normou, operaci nasobeni a involuci definovanou jako
komplexni sdruzeni).

Pripomenuti: Prvek x € A je samoadjungovany, pokud z* = z. Prvek =z € A je
normalni, pokud z*z = zx*.

Tvrzeni 16.

(a) Funkce f € Cy(Q2) je samoadjungovana, pravé kdyz je realna. Kazda
funkce f € Cy(R?) je normalni.

(b) Operator T € L(H) je samoadjungovany, pravé kdyz pro x,y € H plati
(T'z,y) = (x,Ty).

Pripomenuti: Necht A ma jednotku e. Prvek x € A se nazyva unitarni, pokud
x¥r = zx* =e.
Tvrzeni 17.
(a) Kazdy unitarni prvek je normalni.
(b) V algebre Cy(f2) existuje unitarni prvek, pravé kdyz Q je kompaktni.
Funkce f € Cy(2) je unitarni, praveé kdyz pro kazdét € Q plati |f(t)| = 1.
(c) Operator T € L(H) je unitarni, pravé kdyz T je izometrie H na H.

Tvrzeni 18 (charakterizace unitarnich operatori).  Necht H a K jsou Hilber-
tovy prostory a'lT € L(H, K). Uvazme nasledujici podminky:

(i) T je unitarni (tj. T*T =1y aTT* = Ik ).

(ii) T je izometrie H na K.

(iii) T je izometrie H do K.

(iv) (Tx,Ty) = (z,y)y for x,y € H.
Pak (i) < (i1) = (iii) < (iv). Jestlize T je na, jsou vSechny podminky ekviva-
lentni.



Definice.

e Prvek = € A se nazyva projekce, pokud z* = x = 2.

e Dvé projekce x,y € A se nazyvaji navzajem kolmé (ortogonalni), pokud
xy = 0.

Tvrzeni 19.
(a) Funkce f € Cy(QQ) je projekce, pravé kdyz nabyva jen hodnot 0 a 1, tj.
prave kdyz f = xu, kde U C () je oteviena kompaktni podmnozina.
(b) Dvé projekce xu, xv € Co(R2) jsou navzdjem kolmé, pravé kdyz UNV = ().

Tvrzeni 20 (charakterizace ortogonalnich projekci).  Necht P € L(H) spliuje
P? = P (tj. P je projekce jakozto linedrni operator). Pak nasledujici podminky
jsou ekvivalentni:

(i) P je ortogonalni projekce, tj. Ker P L R(P).

(i) P = P* (tj. P je projekce jakozto prvek C*-algebry L(H)).

(iii) P je normalni.

(iv) (Px,x) = ||Pz||* pro kazdé = € H.

(v) [P < 1.
Dale, jsou-li P,QQ € L(H) dvé ortogonalni projekce, pak P a ) jsou navzajem
kolmé, pravé kdyz R(P) L R(Q).
Poznamka: K Tvrzeni 20 lze pridat jesté nasledujici ekvivalentni podminku:

(v) (Pz,z) > 0 pro kazdé = € H.
Implikace (iv)=-(vi) je zfejma, implikace (vi)=-(ii) plyne z Tvrzeni XIL.5(a).

Definice. Prvek x € A se nazyva CasteCna izometrie, pokud jsou prvky z*x a
xx* projekce (ne nutné stejné).

Tvrzeni 21.

(a) Necht x € A. Pak:
x je castecna izometrie <= x*x je projekce
< xx* je projekce < x = xx*x

(b) Funkce f € Cy(QQ) je castecna izometrie, pravé kdyz |f| nabyva pouze
hodnot 0 nebo 1, tj. pravé kdyz existuje U C 2 kompaktni oteviena
mnozina takova, ze |fl=1nalU a f =0 na Q\U.

(c) Operator T € L(H) je ¢astecna izometrie, pravé kdyz existuje uzavieny
podprostor Y CC H takovy, ze Ty je izometrie (Y do H) a T|y 1+ = 0.



