XI1.2 x»-homomorfismy a Gelfandova transformace C*-algeber

Definice. Necht A a B jsou C*-algebry a h : B — A. Rikdme, Ze h je
x-homomorfismus, je-li to homomorfismus Banachovych algeber spliujici navic
h(x*) = h(x)* pro kazdé = € B.

Tvrzeni 6 (o automatické spojitosti x-homomorfismu). Necht A a B jsou C*-
algebry a h : B — A je x-homomorfismus B do A. Pak ||h| < 1.

Priklad 7. Necht K, L jsou kompaktni Hausdorffovy prostory a ¢ : C(K) —
C(L) je *-homomorphismus spliujici ¢(1) = 1. Pak existuje spojité zobrazeni
a: L — K takové, ze o(f) = foa pro f € C(K). Pokud ¢ je navic prosté, pak
a(L) = K, a tedy ¢ je izometrie C(K) do C(L).

Tvrzeni 8. Necht A je C*-algebra. Pak pro a € A plati:

(a) Je-li a samoadjungovany, pak o(a) C R.
(b) M&-Ii A jednotku a a* = a™1 (tj. a je unitérni), pak

ola) CT={AeC: |\ =1}

(¢) Pro h € A(A) a a € A plati h(a*) = h(a) (tj. h je x-homomorfismus,
je-li to komplexni homomorfismus).

Véta 9 (Gelfand-Naimark).  Necht A je komutativni C*-algebra. Pak I je
izometricky x-izomorfismus C*-algebry A na C*-algebru Co(A(A)) (mimo jiné
tedy plati identita z* = % na A).

Specialné, A ma jednotku, pravé kdyz A(A) je kompaktni.
Dusledek 10. Necht A a B jsou komutativni C*-algebry. Pak A a B jsou
x-izomorfni, pravé kdyz A(A) a A(B) jsou homeomorfni.

Dusledek 11. Necht A a B jsou C*-algebry a h : B — A je prosty *-
homomorfismus B do A. Pak h je izometrie A do B.



