XI. C*-algebry a spojity funkéni kalkulus

Poznamka: Tato kapitola navazuje na predchozi, vSechny prostory opét uvazu-
jeme komplexni.

XI.1 Algebry s involuci a C*-algebry — zakladni vlastnosti
Definice. Necht A je Banachova algebra.

e Involuci na A rozumime zobrazeni x — x* algebry A do sebe takové, ze
pro vSechna z,y € A a A € C plati:

k) Lk k%

(x+y) =z"+y", (Az)* = \z*, (xy)* =y*z a I =u.

e Banachova algebra A s involuci se nazyva C*-algebra, pokud pro kazdé
x € A plati
lz*z|| = ||=|>.

e Je-li A Banachova algebra s involuci a x € A, pak prvek z se nazyva
samoadjungovany (neboli hermiteovsky), pokud z* = x; normdlni, pokud
x¥r = xx*.
Poznamky.

(1) Necht A je Banachova algebra s involuci. Pak e € A je levad jednotka,
pravé kdyz e* je prava jednotka. Tedy, méa-li A levou jednotku nebo
pravou jednotku, pak ma jednotku a tato jednotka je samoadjungovana.

(2) Necht A je Banachova algebra s involuci. Pokud pro kazdé x € A plati

lz*z ]| > [lz]1?,

pak A je C*-algebra.
(3) Necht A je C*-algebra. Zobrazeni x — x* je sdruzené linearni izometrie
A na A. Pro kazdé x € A tedy plati

lo"z]| = [lea™]| = ||=]|* = [l="]*.

(4) Necht A je netrividlni C*-algebra s jednotkou e. Pak ||e|| = 1.

Priklady 1.
(1) Téleso komplexnich cisel je komutativni C*-algebra, pokud involuci de-
finujeme pfedpisem \* = X\ pro \ € C.
(2) Algebra Co(T), kde T je lokalné kompaktni prostor, je komutativni C*-
algebra, pokud involuci definujeme piedpisem f*(t) = f(t) prot € T.



(3) Maticova algebra M, je C*-algebra, pokud involuci definujeme pied-
pisem

(4) Je-li H Hilbertiiv prostor, pak algebry L(H) a K(H) jsou C*-algebry,
pokud involuci T™* rozumime adjungovany operator k T'.

(5) Na algebre L'(R") Ize involuci definovat bud piedpisem f*(z) = f(z),
x € R™; nebo predpisem f*(z) = f(—x), x € R". Ani s jednou z téchto
involuci neni L*(R™) C*-algebra.

Tvrzeni 2 (vlastnosti algeber s involuci). Necht' A je Banachova algebra s in-
voluci a x € A. Pak plati:
(a) Prvky x + z*, i(x — x*), *x jsou samoadjungované.
(b) Existuji jednoznacné urcené samoadjungované prvky u,v € A takové, ze
x = u + 1. Navic, x je normalni, pravé kdyz uv = vu.
(c) Ma-li A jednotku, pak x € G(A), pravé kdyz =* € G(A) (potom plati
(%)=t = (@7)").
(d) o(z*)={A: A€ o(x)}.

Tvrzeni 3 (o spektralnim poloméru a normé norméalniho prvku). Je-li A C*-
algebra a a € A je normalni, pak r(a) = ||a|.

Dusledek 4. Necht A je algebra s involuci. Pak na A existuje nejvyse jedna
norma |||, pro kterou je (A,||-||) C*-algebra.

Tvrzeni 5 (pfidani jednotky). Necht A je Banachova algebra s involuci.

(a) AT je rovnéz Banachova algebra s involuci, pokud involuci definujeme
predpisem (a, \)* = (a*,\) pro (a,\) € A*.

(b) Je-li A C*-algebra, pak i A™ je C*-algebra, pokud involuci definujeme
jako v bodé (a) a normu na A" definujeme vzorcem

[(a, \)[| = max{|A[,sup{[lab + Ab]|;b € A, [[b]| < 1}}.
(c) Je-li A C*-algebra bez jednotky, pak normu z (b) lIze vyjadiit ve tvaru

[(a; \)|| = sup{flab + Ab[ ;0 € A, [|b] < 1}.

Poznamka: Norma na A™ z Tvrzeni 5(b) se lisi od normy z Tvrzeni X.2(b). Z
Dusledku 4 plyne, 7Ze definice z Tvrzeni 5(b) je jedind mozna.



