X.2 Spektrum prvku algebry a jeho vlastnosti
Definice. Necht A je Banachova algebra s jednotkou a = € A.

e Spektrem prvku x rozumime mnozinu
(oga(z) =) o(x) ={X € C: A e—z neni invertibilni v A}.
e Rezolventni mnoZinou prvku = rozumime mnozinu p(x) = C\ o(x).
e Rezolventou prvku z rozumime funkci
R\ z):= (e —x2)"1, A€ p(x).

Pokud A je Banachova algebra bez jednotky a x € A, pak spektrem prvku x

rozumime mnozinu

(oa(x) =) o(x)=04+((,0)).
Pokud A je Banachova algebra (s jednotkou ¢i bez), pak spektralnim polomérem
prvku x € A rozumime ¢islo

r(x) = sup{|A| : A € o(2x)}.
Poznamky:
(1) Spektrum prvku je cisté algebraicky pojem, nezavisi na normé Bana-
chovy algebry.

(2) Pokud A nema jednotku, pak 0 € g4(z) pro kazdé = € A.
(3) Pokud A ma jednotku, pak o4+ ((x,0)) = oa(z) U {0} pro kazdé x € A.

Tvrzeni 8 (vlastnosti rezolventy).  Necht' A je Banachova algebra s jednotkou
aa € A. Pak plati:

(i) p(a) je oteviena podmnozina C.
(ii) Zobrazeni \ — R(\,a) je spojité na p(a).
(iii) Pro A, p € p(a) plati
R(M? a) - R()‘a CL) - _(:u - )‘)R(Ma CL)R()\, CL).
Specialné plati, ze prvky R(u,a) a R(\, a) komutuji.

(iv) Funkce A\ — ¢(R(A,a)) je holomorfni na p(a) pro kazdé ¢ € A*.
(v) Pro |\ > ||a|| plati A € p(a) a
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(vi) Pro X € p(a) plati aR(\,a) = R()\, a)a.

Véta 9 (neprazdnost spektra). Necht A je Banachova algebra. Pak pro kazdé
x € A je o(x) neprazdna kompaktni podmnozina C.



Poznamka. {a € A: o(a) C G} je oteviend pro G C C otevienou (tj. ,0: A —
IC(C) je shora polospojité mnohozna¢né zobrazeni A do mnoziny neprazdnych
kompaktnich podmnozin C*).

Véta 10 (Gelfand-Mazur). Necht A je Banachova algebra s jednotkou. Pak A
je téleso (tj. vSechny nenulové prvky A jsou invertibilni, neboli G(A) = A\ {0}),
prave kdyz je A izometricky izomorfni Banachové algebre C.

Definice. Necht A je Banachova algebra, p(\) = Z?:O a; N je polynom s kom-
plexnimi koeficienty a a € A.
o Mi-li A jednotku e, definujeme p(a) = 7 oo’ (kde a® = e).

e Nema-li A jednotku a p(0) =0 (tj. ap = 0), definujeme p(a) = 2?21 ajal.

Lemma 11. Necht A je Banachova algebra s jednotkou a p, q jsou polynomy
s komplexnimi koeficienty. Pak pro kazdé a € A plati (pq)(a) = p(a)q(a).

Lemma 12 (o spektru a polynomu). Necht A je Banachova algebra s jed-
notkou, je polynom s komplexnimi koeficienty a a € A. Pak plati:

(a) p(a) € G(A), pravé kdyz nulové body polynomu lezi v p(a).
(b) a(p(a)) = p(a(a)).

Tvrzeni (b) plati téz v pripadé, ze A nema jednotku a p(0) = 0.

Véta 13 (o spektralnim poloméru). Necht A je Banachova algebra s jed-
notkou a a € A. Pak plati:

it " |E = lim a2

(@) ra) = inf [la”|[* = lim a1+

(b) Vzorec z Tvrzeni 8(v) plati i pro |A| > r(a), pficemz fada vpravo kon-
verguje absolutné.

Dusledek 14. Je-li A Banachova algebra s jednotkou a a € A splnuje

r(a) <1, pak (e —a)~t =377 ,a" (fada konverguje absolutné).
Tvrzeni 15. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e. Necht B je
uzaviena podalgebra A obsahujici e a x € B. Pak plati:
(a) Jop(z) Coa(z) C op(x).
(b) Necht G je komponenta souvislosti C\ 0 4(x). Pak bud G C og(x) nebo
GnN op(x) =10.
(c) Je-li C\ o4(x) souvislda mnozina, pak oa(z) = op(x).

Dusledek 16.  Necht A je Banachova algebra, B jeji uzaviena podalgebra
a x € B. Pak plati (a)—(c) z Tvrzeni 15, pokud v nich vSude o4(x) a op(x)
nahradime o 4(x) U {0} a op(z) U {0}.



