XIII.4 Normalni neomezené operatory

Definice. Husté definovany uzavieny operator 7' na Hilbertové prostoru se
nazyva normalni, jestlize T*T = TT™.

Lemma 19 (o T*T). Necht T je uzavieny a husté definovany operator na H .
Pak plati:
(a) I +T*T je bijekce D(T*T) na H.
(b) Oznac¢me B inverzni operator k [ + T*T a C = TB. Pak B a C patii
do L(H) a maji normu nejvys jedna. Navic, B je nezaporny.
(c) T*T je samoadjungovany a T je uzavérem T'|p(p-r).

Lemma 20. Necht T je normélni operator na H. Pak plati:
(a) D(T) = D(T™)
(b) Pro x € D(T) plati ||Tz| = || T*x||.
(c) Je-li S O T normaélni, pak S =T.

Véta 21 (spektralni rozklad neomezeného normalniho operatoru).  Je-Ii T
normalni operator na H, pak existuje pravé jedna abstraktni spektralni mira
E v H,zT = [id dE. Tato mira se ziska nasledujicim zpiisobem: Necht B
je operator z Lemmatu 19. Pro j € N necht P; = XC%:%](B)' Pak TP; je
omezeny norméalni operdtor, necht E’ je jeho spektralni mira a A; prislusna
o-algebra. Pak hledana mira E je rovna

E(A)z =) E(A)Pjz, zcHAcA=[)A.
7=1

JEN

Dusledek 22. Necht' T je normalni operator na H. Pak T je omezeny, pravé
kdyz o(T) je omezena mnozina.

Dusledek 23. Necht E je abstraktni spektralni mira v Hilbertové prostoru
H definovana na o-algebre A. Necht f : C — C je A-méfitelna funkce a T =
[ fdE. Pak T je normalni operator a jeho spektralni mira (tj. mira z Véty 21)
je obrazem miry E pii funkci f (ve smyslu Lemmatu 16).



