XIII. Spektralni miry a spektralni rozklady

Umluva: V této kapitole budeme uvazovat omezené a neomezené operdtory na kom-
plexnich Hilbertovych prostorech. Tedy, vSechny Hilbertovy prostory, které uvazujeme,
jsou komplexni, s vyjimkami v poslednim oddilu.

XIII.1 Méritelny kalkulus a spektralni mira
pro normalni omezené operatory

Tvrzeni 1 (Lax-Milgram).  Necht H je Hilbertiv prostor a B : H x H — C je
zobrazeni s nasledujicimi vlastnostmi:

e x — B(x,y) je linearni pro kazdé y € H.

e y+— B(x,y) je sdruzené linedrni pro kazdé x € H.

o ||Bl| =sup{|B(z,y)|;2,y € By} < oo.
Pak existuje pravé jedno T € L(H) spliujici B(x,y) = (Tx,y) pro x,y € H. Navic
1Tl = 1Bl
Konstrukce spektralni miry normalniho operatoru - Krok 1. Necht H je
Hilbertiiv prostor a T € L(H) je normalni operator. Necht f — f(T), f € C(o(T)),
je spojity funkéni kalkulus pro T'. Pro libovolnd x,y € H necht E, , je (jednoznacné
urcend) komplexni Radonova mira na o(7") spliujici

<f(T)x,y>: (T)dem,y, f e C(o(T)).

Tvrzeni 2 (vlastnosti mér F, ,). Pouzijeme-li vySe definované znaceni, plati:
(a)  — E, , je linedrni pro kazdé y € H.
(b) y — E, , je sdruZzené linearni pro kazdé x € H.
(c) E, o je nezaporna mira pro kazdé x € H.
(d) 1Byl < llll - |lyll pro 2,y € H. |
(e) E:r,y = Z(Ex+y,x+y - Eﬂc—y,m—y + ZE:r+iy,x+iy - ZE:r—iy,:r—iy) prozx,y H.
Meéritelny kalkulus a spektralni mira. Pouzivame vySe zavedené znaceni.
e Oznacme A o-algebru vSech podmnozin o (7'), které jsou E, ,-méfitelné pro kazda
z,y € H. (Pfipomenime, ze mnozina A je E, ,-méfitelna, pravé kdyz existuji
borelovské mnoziny B,C, pro které plati B ¢ A € C a |E,,|(B\C) = 0.)
Pak A obsahuje pravé ty podmnoziny o(7T), které jsou E, ,-méfitelné pro kazdé
x e H. 3
e Necht f : 0(T) — C je omezend A-méfitelnd funkce. Symbolem f(7") budeme
znadit operator z L(H) spliujici

<f(T)l’ay> = ) fdEg,, x,y € H.

Jeho existence a jednoznacénost plyne z Tvrzeni 1. Zobrazeni f — f(T) se nazgva
méfitelny kalkulus pro 7.
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e Pro A € A ozna¢me Er(A) = xa(T). Zobrazeni Er : A — Ep(A) se nazyva
spektralni mira operatoru 7.

e Ozna¢me symbolem N podsystém A tvofeny mnozinami, které jsou | E, ,|-nulové
pro kazda z,y € H. Pak N obsahuje pravé ty mnoziny, které jsou E, ,-nulové
pro kazdé x € H.

e Symbolem L°°(FEr) ozna¢me prostor vSech omezenych .4-méfitelnych funkci na
o(T), pricemz ztotoznujeme funkce, které se rovnaji vsude az na mnozinu z N.
Prostor L°>°(Er) opatiime normou

1]l = esssup|f(A)| = inf{c > 0;{\ € o(T); f(A) > c} € N'}.
A€o (T)

Pak L>°(Er) je komutativni C*-algebra (s bodovym nasobenim a involuci defi-
novanou jako komplexni sdruzeni).

e f(T) je definovano pravé pro f € L>®(Ey). Navic, f(T) je pak dobfe definovano,
tj. f(T) = §(T) v piipadé, Ze f = ¢ a# na mnozinu z .

Lemma 3 (disledek Luzinovy véty).

(a) Necht K je kompaktni metricky prostor a u je nezaporna konecna borelovska mira
na K. Necht f : K — C je omezena u-méritelna funkce. Pak existuje (stejné)
omezena posloupnost (f,) v C(K) spliujici f,, — f p-skoro vsude. Specidlné,
existuje omezena borelovska funkce g ns o(T'), pro kterou f = g p-skoro vsude.

(g) Necht H je separabilni Hilbertuv prostor aT € L(H) je normalni operator. Necht
f € L°(Er). Pak existuje (stejné) omezend posloupnost (f,) v C(c(T)), pro
kterou plati f,, — f aZ na mnozinu z N'. Specidlné, existuje omezend borelovska
funkce g na o(T) spliujici f = g az na mnozinu z N

Véta 4 (vlastnosti méfitelného kalkulu).  Necht H je Hilbertiv prostor and T € L(H)
je normalni operator.
(a) f— f(T) je izometricky %-izomorfismus L>(E) do L(H).
(b) Je-li (f,,) omezena posloupnost v L*>°(E), ktera bodové konverguje k funkci f (az
na mnozinu z N'), pak f € L*°(FE) a navic

<fn(T)x,y> — <f:(T)x,y> : x,y € H.

(c) o(f(T)) = essmg(f) ={\ € C;¥Vr > 0: fTH(U(A, 7)) € N} pro f € L*(E).

(d) f(T) je normalni operator pro kazdou f € L°>°(FE). Operator f(T) je samoadjun-
govany, pravé kdyz f je esencidlné realné hodnotova (tj. f(\) € R az na mnozinu
zN).

(e) §(f(T)) = go f(T), pokud f € L™(E) a g je spojitd na o(f(T)) (viz (c)).

(f) Pokud S € L(H) komutuje s T, pak S komutuje s f(T) pro kazdou f € L*°(FE).



