
V.5 Symetri
ké operátory a Cayleyova transforma
e

De�ni
e. Ne
h» S je symetri
ký (ne nutnì hustì de�novaný) operátor na H. Oznaème sym-

bolem CS operátor

CS = (S − iI)(S + iI)−1.

Pak CS je operátor na H, který se nazývá Cayleyova transforma
e operátoru S.

Vìta 32 (vlastnosti CS). Ne
h» S je symetri
ký operátor na H a CS je jeho Cayleyova

transforma
e. Pak

(a) CS je lineární izometrie D(CS) = R(S + iI) na R(CS) = R(S − iI).

(b) I − CS = 2i(S + iI)−1

; spe
iálnì, operátor I − CS je prostý a R(I − CS) = D(S).

(
) S = i(I + CS)(I − CS)
−1

.

(d) CS je uzavøený ⇔ S je uzavøený ⇔ D(CS) je uzavøený ⇔ R(CS) je uzavøený.

Lemma 33 (o izometri
kém operátoru). Ne
h» U je libovolný operátor naH, který je izometrií

D(U) na R(U). Pak

(a) 〈Ux, Uy〉 = 〈x, y〉 pro v¹e
hna x, y ∈ D(U). Spe
iálnì: U je unitární, právì kdy¾ je

D(U) = R(U) = H.

(b) Ker(I −U) = D(U)∩ (R(I−U))

⊥
. Spe
iálnì, je-li R(I−U) hustý v H, je I −U prostý.

Vìta 34 (obraz Cayleyovy transforma
e). Ne
h» U je operátor na H, který je izometrií D(U)

na R(U). Pøedpokládejme, ¾e I−U je prostý. Pak operátor S = i(I+U)(I−U)

−1

je symetri
ký

a platí CS = U . Pøitom S je hustì de�novaný, právì kdy¾ R(I − U) je hustý.

Vìta 35 (Cayleyova transforma
e pro samoadjungované operátory).

(a) Ne
h» S je symetri
ký operátor na H. Pak S je samoadjungovaný, právì kdy¾ CS je

unitární operátor.

(b) Ne
h» U je unitární operátor na H, pro který je I − U prostý. Pak operátor S =

i(I + U)(I − U)

−1

je samoadjungovaný a platí CS = U .

Poznámky.

(1) Ne
h» S a T jsou symetri
ké operátory na H. Pak S ⊂ T , právì kdy¾ CS ⊂ CT .

(2) Ne
h» S je hustì de�novaný uzavøený symetri
ký operátor na H. Pak kodimenze pod-

prostorù D(CS) a R(CS) (tj. dimenze jeji
h ortogonální
h doplòkù) nazýváme indexy

defektu operátoru S. Pak platí:

◦ S je samoadjungovaný, právì kdy¾ oba indexy defektu jsou nulové.

◦ S je maximální symetri
ký operátor, právì kdy¾ aspoò jeden z indexù defektu je

nulový.

◦ S má samoadjungované roz¹íøení, právì kdy¾ oba indexy defektu jsou stejné (tj.,

právì kdy¾ existuje lineární izometrie (D(CS))
⊥

na (R(CS))
⊥
).

(3) Ne
h» S je uzavøený symetri
ký operátor na H, ne nutnì hustì de�novaný. I v tomto

pøípadì lze de�novat indexy defektu. Pøitom platí:

◦ Pokud D(CS) = H nebo R(CS) = H, pak S je hustì de�novaný.

Tedy i v tomto pøípadì platí první z vý¹e uvedený
h ekvivalen
í. Z toho snadno plyne,

¾e v druhém bodì platí implika
e ⇐ a ve tøetím bodì platí implika
e ⇒. Jak je to

s obrá
enými implika
emi, není zøejmé.


