VII.4 Slabé kompaktni mnoZiny a operatory v Banachovych prostorech

Pripomenuti, definice a poznamky: Necht 7' je Hausdorffiv tplné reguldrni prostor a
AcCT.

e Mnozina A se nazyva kompaktni, pokud z kazdého pokryti A otevienymi mnozinami lze
vybrat koneéné podpokryti. Dale plati, ze A je kompaktni, pravé kdyz kazdy net v A
ma hromadny bod v A.

e Necht (x,),ca je net v T. Pripomenme, 7e © € T' je hromadnym bodem netu, jestlize
pro kazdé okoli U bodu x a kazdé vy € A existuje v > vy, pro které x,, € U. Dale,

x je hromadnym bodem netu (z,),cp <= x € ﬂ {zy;v > 1o}
Vo EA
<= existuje podnet netu (x,),ca, ktery konverguje k x.

e Mnozina A se nazyvé relativné kompaktni, pokud jeji uzavér A je kompaktni podmnozinou
T. Pritom plati, Zze A je relativné kompaktni, pravé kdyz kazdy net v.A ma hromadny
bod v T'.

e Rikidme, 7e A je spocetné kompaktni, pokud z kaZdého spocetného pokryti A otevienymi
mnozinami lze vybrat konec¢né podpokryti. Plati, Ze A je spocetné kompaktni, prave
kdyz kazda posloupnost v.A ma hromadny bod v A.

e Pripomenme, Ze

x je hromadnym bodem posloupnosti (z,) < = € ﬂ {Zn;n >no}
no€eN
<= existuje podnet posloupnosti (z,), ktery konverguje k .

e Rikame, 7e A je relativné spocetnd kompaktni, pokud kazda posloupnost v A ma hromadny
bod v T'.

e Rikame, Ze A je sekvencidlng kompaktni, pokud kazd4 posloupnost v A méa podposloupnost,
ktera konverguje k néjakému bodu A.

e Rikame, 7e A je relativné sekvencidlné kompaktni, pokud kazd4 posloupnost v A ma pod-
posloupnost, kterd konverguje k néjakému bodu 7.

Poznamka: Mezi definovanymi pojmy plati nasledujici implikace a zadné jiné.

A kompaktni = A spocetné kompaktni = A sekvencialné kompaktni
\ \ \
A relativné kompaktni = A relativné spocetné kompaktni < A rel. sekvencidlné kompaktni
1 - 0 B 1
A kompaktni = A spocetné kompaktni = A sekvencialné kompaktni

Speciélng, uzavér (relativng) spocetné kompaktni mnoZiny nemusi byt spocetné kompaktni a
uzévér (relativné) sekvencialné kompaktni mnoziny nemusi byt sekvencialné kompaktni.
Poznamka: Je-li T' metricky prostor a A C T, pak plati

A kompaktni & A spocetné kompaktni & A sekvencialné kompaktni
(%)
A relativné kompaktni < A relativné spocetné kompaktni < A relativné sekvencidlné kompaktni

Definice. Necht T je Hausdorffiiv tiplné regularni topologicky prostor. Rekneme, Ze T je
andélsky, pokud pro kazdou relativné spocetné kompaktni podmnozinu A C T plati:

(i) A je relativné kompaktni;

(ii) pro kazdé x € A existuje posloupnost (z,,) v A, kterd konverguje k x.



Poznamka: Kazdy metricky prostor je andélsky.
Lemma 25. Necht T je andélsky prostor. Pak pro kazdou mnozinu A C T plati ekvivalence
().
Véta 26.

(a) Je-li K kompaktni Hausdorffiiv prostor, je prostor (C(K), t,) andélsky.

(b) Je-li X Banachiiv prostor, pak prostor (X, w) je andélsky

Vétu 26 lze dokazat kombinaci nasledujicich tii vysledki.
Lemma 27. Necht K je kompaktni Hausdorffiiv prostor a A C C(K) je 7,-relativné spocetné
kompaktni. Pak A™ je Tp-kompaktni podmnozina C(K).
Véta 28 (Kaplansky). Necht K je kompaktni Hausdorffiiv prostor, f € C(K) a A C C(K).
Jestlize f € A'", pak existuje spocetnd mnozina C C A spliujici f € C'". (Tj. (C(K),Tp) ma
spocetnou tésnost.)

Tvrzeni 29.  Necht K je kompaktni Hausdorffiiv prostor a A C C(K). Jestlize (A,1,) je
kompaktni a separabilni, pak je metrizovatelna.

Véta 30 (Eberlein-Smulyan).  Necht X je Banachiiv prostor a A C X. Pak nasledujici
podminky jsou ekvivalentni:
(i) A je relativné slabé kompaktni.
(ii) A je relativné slabé& spocetné kompaktni.
(iii) A je relativné slabé sekvencialné kompaktni.
Stejné tak jsou ekvivalentni nasledujici podminky:
(i’) A je slabé kompaktni.
(ii’) A je slabé spocetné kompaktni.
(iii") A je slabé sekvencidlné kompaktni.
Véta 31 (Grothendieck).  Necht K je kompaktni Hausdorffiiv prostor a A C C(K) je omezena
mnozina.
(a) A je relativné slabé kompaktni, pravé kdy# je relativné 1,-kompaktni.
(b) A je slabé kompaktni, pravé kdyz je 1,-kompaktni.
Definice. Necht X a Y jsou Banachovy prostory a T' € L(X,Y). Operator T se nazyva slabé
kompaktni, pokud T'Bx je slabé kompaktni.

Tvrzeni 32. Necht X aY jsou Banachovy prostory aT € L(X,Y).
(a) T je slabé kompaktni, pravé kdyz pro kazdou omezenou posloupnost (x,) v X existuje
podposloupnost posloupnosti (Tx,,), ktera je slabé konvergentni.
(b) Je-li T kompaktni, pak je slabé kompaktni.
(c) Je-li X nebo Y reflexivni, pak T je slabé kompaktni.

Véta 33 (Gantmacher). Necht X a Y jsou Banachovy prostory a T € L(X,Y). Pak ndsle-
dujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) T je slabé kompaktni.

(ii) Dudlni operator T je slabé kompaktni.
(iii) Dualni operator T' je spojity z (Y*,w*) do (X*, w).
(iv) T"(X**) C »(Y).
Véta 34 (Krein). Necht X je Banachiiv prostor a K C X je slabé kompaktni. Pak aco K je
téz slabé kompaktni.
Poznamka: Plati netrividlni Jamesova véta:

Necht X je Banachiiv prostor a A C X slabé uzaviena mnozina (to je splnéno napiiklad, je-li
A uzavrena konvexni). Pokud pro kazdé f € X* plati, 7e Re f nabyvd maxima na A, pak A je
slabé kompaktni.



